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SITZUNG VOM 8. JANUAR 1900. 

Vurtrilpre hielten: 

Herr K. Hkckmann, o. M.: Neue Vorriclituui^t n '/um Färben nicht, leuch- 
tender Flammen (Abliandlungen Bd. XXVI, No. 1). 

Herr Ad. Matsb, o. M.: Vorlegung einer Abhandlung von Herrn 
G. ScBWFBBa in Darmstadt: Einzelnes aus der Theorie der Gnrven 
und Flächen. 

G. Soheffers: Eimdnes aus der Tlieoric der Curvert und 
Flüchen. (In der Sitzung Tom 8. Januar 1900 vorgelegt durch 
Herrn Ad. Maybb, o. M.) 

Einige Bemerkungen über Curven und FlUclien, die vielleicht 
Interesse finden und neu sind, möchte ich mir erlauben, im Folgen- 
den vorzutragen. 

I. 

Die KrÜHinugskreise der Normalschnitte eines FlttekeipanlLtes 

und das Cjrlindroid. 

Legt man durch die Normale n eines Punktes P einer 
Fl&ehe F ebene Schnitte und constmiert die Krümmungslcreise 
der Schnittcurven im Punkte P, so weiss man, dass ihre Badien B 
der Eui<ER'schen Relation 

/X 1 cos- (o , sin* (ü 

(*) s - i^r + 

Genüge leisten. Dabei ist o) der Winkel der Schnittebene mit 
derjenigen Schnittebeue, dio eine der beiden Hauptkrümmungs- 
richtungen des Punktes F enthält. 

Wählt man auf der Normalen n irgend einen Punkt 0 als 
Pol einer Transformation durch reciproke Radien, so geht die 
Fläche F in eine neue Fläche F', der Punkt P in einen Punkt P' 
von F' über. Die Normale n bleibt die Normale von F' in P'. 
Die ebenen l^'oimalsohnitte von P werden in die von P' ver- 
wandelt, sodass man erkennt, dass die EoLEB'sche Belation (i) 
gegenüber der angewandten Tkunsformation invariant ist. 
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6, SCHEKFERS: 



Von besonderem Interesse ist nun die Annahme, dass der 
Pol 0 der Translbrmation durch reciprokc Radien im Flächen- 
punkt F selbst liegt. P' liegt dann zwar unendlich fern, aber 
die Krümmungskreise von V ^ehen in gerade Linien über, die 
nicht unendlich fern liegen. Sie schneiden die Nonnale n senkrecht. 
£s fragt sich, was für eine Fläche von ihnen gebildet wird. 

"Wählen wir die beiden Hauptkrümmungstangenten von P 
7MX X- und «/-Axe, die Normale n zur ^-Axe, so liegt der Kreis 
mit dem Badius M in der £beue: 

(2) ^cosfl» — ä^siuoi— >0. 

Ist r der "Radius der Kugel um 0 (oder P), die bei der Trans- 
lormatiuu invariant bleibt, so geht der Kreis mit dem Kadius P 
durch 0 in eine (.lerade über, deren Abstand von 0 gleich : 2 II 
ist. Der Krümmungskreis (J^ ) geht demnach in die öchuittgerade 
der Ebene (2) mit der Ebene 

oder — wegen (i) — mit der Ebene: 

, X 1z cos* CO , sin'ß) 

über. Elmünation von 10 aus (2) und (3) liefert die Fläche 
dieser Geraden: 

Die Natur dieser Flftche dritter Ordnung erkennt man leicht^ 
wenn man sie mit dem geraden Eieiscylinder: 

IM» 



zum Schnitt bringt. Die Gerade (2), (3) nämlich ist ein Durch- 
messer des Cylinders, bildet mit der .r^^-Ebene den ^\'lnkel w und 
hat die durch (3 ) gegebene Höhe e über der jc^-Ebene. Führen wir 

als Hülfiireränderlieke ein, so wird 

Beim Abwickeln des Cylinders in eine Jt)- Ebene hat daher die 
Schnittcurve der Fläche (4) mit dem Cjlinder die Gleichungen: 
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deren erste linear in 
deren zweite linear in 

ist. Die abgewickelte Gurre ist daher eine Smidinie, Ihre 

Periode (von 9 s Q.bis 9 = 27c) ist gleich 

d. h. Äfl?^ .<fo gross als der Umfang jenes Cylindors. Wird die 
Sinnslinie, deren Periode halb so grwss als der Umfang eines 
BotationsGjlinders ist, auf den Gylinder aufgewickelt, so erzeugen 
bekanntlich die nach den Punkten der Gurve gehenden Ba^en 
des Gylinders dn C^Undraid» 
Daher: 

Die KrUmmungahreiae der NormaUdmiUe emes FUk^punkUs 
gehen hei ekier TramformaHon durdi redpröke Badien, deren M 
der Flädiet^^unkt stobst ist, in die Geraden eines Cglindroids Uber, 

n. 

Else Bezieknng zwisehen Rotationsfläelieii eonstauter positiver 
Krfiamuig and selehea eoisUnter negativer KriüBmaDg. 

Bei einer anderen €^legenheit^) habe ich bewiesen, dass die 
KrQmnumgskreise derjenigen Gurven, die eine Schar von 00^ Gurren 
in der Ebene unter oonstanten Winkehi durchkreuzen, eine be- 
sondere Lagerung haben: Durch einen beliebigen Punkt P der 

Ebene gehen 00^ solche Trajectorien. Ihre Krümmungskreise in 
P haben ausser P nodi einen Punkt Q gemein. Audi wandte 
ich damals') diesen Satz schon auf einen besonderen Fall an, 
den ich hier ausführlicher hcsprechpn möchte: 

Es liege eine Curve r und eine Gerade g in der Ebene vor. 
Durch Verschieben der starr gedachten Curve c längs g entstellt 

1) Leipziger Berichte 1898, S. 276. 

2) Ebenda 8. 284. 
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eino Schar von oo^ con^-uenten und gleichgrstollten Curven. Ist 
P irgend ein Punkt der Ebene, so wollen wir drei durch ihn 
gehende Curven ins Auge fassen: Erstens die betreffende Curve c, 
zweitens die Gerade Ji durch P parallel zu (7, drittens die durch 
P gehende orthogonale Trajectorie c aller Curven c. Die Ge- 
rade h schneidet alle Curven c unter demselben Winkel. Nach 
dem angegebenen Satse müssen daher die Krümmungskreise von 
c, 7^ und c' in P ausser P noch einen Punkt Q gemein haben.- 
Da die Uerade h mit ihrem Krümmnngskreis zusammenfällt, so 
können wir auch sagen: Die Curven c und c habm «n P 
Krü/mmmsskrdst, deren MiMdpu/nkte K %mä K* auf einem Lot 
eu g liegen. 

Die Normale PK von c treffe ^ in die Normale Pf 
Ton c treffe g in JT. Alsdann ist: 

und daher: 

PX : PA" == PA' ' : PAT 

oder: 

Es sind PA' und PiC' die Krümmungsradien r und r' von 
c und c in P. Ferner seien die Abschnitte PN und PA', die 
die Gerade ^ auf den Normalen von e und c bestammt, mit 
n und n besseichnet. Dann ist also: 

Wir wollen aber den Krümmxmgsradius positiv oder negativ 
wählen, je nachdem er auf derselben Seite des Gnrvenpunktes 
liegt wie der Normalabschnitt oder nicht. Die zu unserer Be^ 
trachtnng leicht zu entwerfende Figur lehrt, dass es dann heissen 
muss: 

rn— — r'n. 

Liegt also eine chene Curve c vor, längs deren das Producl 
ans (lern Krümnmngsradius r und dem Normalenahsehniti n — 
letzter en gemessen bis sii einer Geraden g — constant ist, und 
constrnkrt man eine orthogmiale Trajeetorie c' aller der Curven^ 
die aus c durch Vcrschiehen Uin^s g hervorgehen, so hat diese 
Trajeetorie c dieselbe Kigenschaß, und zwar ist hei ihr d((S 
consta/nte Producl aus Kt-ünimungsradius und NormalenahsdmiU 
entgegengesetzt gleich dem bei der ursprüngUdien Curve c. 
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Lassen wir die Ouiren e und c um die Gerade g rotieren, 
so liefern sie zwei Botationsflftchen constanter Krümmiing 

K — — • und K' — -r—i — Ä". 
rn r n 

Also folgt: 

Zu jeder Botationsfläche constanter positiver Krümmung K 
lässt sich eine Rotationsfläche constanter negativer Krümmung 
von gleichem absoluten Werte derart zuordnen, dass beide Flächen^ 
sobald sie nur dieselbe Eotationsaxe habend in jeder Lage eitmndcr 
senkrecht d uniisrh )/ eiden. 

Das einfachste lioispiel Inorzu liefert die Kugel und die 
Kotationsjlävhc der 7'rarfrix. Dir Curve nämlich, die alle glcich- 
grossen Kreise, deren Milteu auf einer Geraden g liegen, orthogonal 
schneidet, hat offenhur solche Tangenten, deren AVischnitt bis zur 
Geraden g gleich dem Kreisradius ist, d. h. sie ist die Tractrix. ^) 

Wählt man die Gerade g als i/-Axe in der .///-Eliene, so 
findet man, dass die einander als orthogonale Trajectorien zu- 
geordneten Cm ven c und c', bei denen rn= -\- 1 und r'n = — 1 
ist, diese sind: Sind 

x^aeosSy y^jV^ — sin* s ds 

die Cileichungeu von c, ausgedi'ückt durch ihre Bogenlänge 5, 
so sind: 

X == a cshp s -f- snfip 5, y =^J Yl — (a stihp s + csfip sf ds 

die Gleichungen von e\ ausgedrückt durch ihre Bogenlänge s. 
Die Annahme a « 1 liefert Kreis und Tractrix. 

m. 

Zar Integration der uatttrlicheu Oleiehuugen einer Ramuenrve. 

Es ist ein bekannter Satz, dass eine Kaumcurve ihrer 
Gestalt und Grösse nach vollst-iniig l)estinunt ist, sobald ihr 
Krttnunnngsradius r und ihr Torsionsradius ^ als Functionen der 
Bogenlftnge s gegehen sind: 

(i) r=9(s), Q = xij(s). 

V; Es ist auffallend, dass — soviel ich sehe — in den gebräneh- 
lichen Oomi>endien die Eigenschaft der Tractrix, Tangenten von 
constanter Länge zu haben, nirgends dadiirch zrmi Ausdruck gebracht 
wird, dann man die Tractrix als orthogonale Trajectorie einer Kreis- 
schar auffasBt. 
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Man pflegt dies dadurch zu beweisen, dass man etwa den 
Anfangspunkt als einen Ouirenpunkt, die ar«Axe als seine Tan- 
gente, die y-Jkx» als seinö Haaptnonnale wählt und naehweisti 
dass zwei yon da ausgehende Ourren mit denselben ,,natfiTlichen'* 
Gleichungen (i) notwendig mit einander identisch sind.^) Da 
nun aber Daxboux gezeigt hat, dass die Integration der naiür- 
Hehrai Glachungen (i) auf die einer BicOATi'schen Gleichung 
zurückkommt'), hat es einiges Interesse, mit Hülfe der bekannten 
Eigenschaften der BiccATi'schen Gleichung die directe Integration 
der Gleichungen (i) durchzufahren und dann nachträglich zu zeigen, 
dass alle erhaltenen Integralcurven einander congruent sind. 

Sind a, ^, y die Eichtungscosinus der Tangente, w, n 
die der Hauptnormale, A, ft, v die der Binormale, so bestehen 
zwischen ihnen die bekannten FRENET',schen Formeln: 

>r V du V dv u w die V 

^ * da r' Iis r ds 

sobald w eines der drei Funktionentripel 

bedeuten. Da zwischen ihnen die Relation besteht: 

(3) „» + -1- «,» _ 1, 

*so können wir i«, r, w durch zwei Grössen 

{ \ t v,-\-%v 1 4" M 4" »y 1 — t*» 

ausdrücken in der bekannten Weise: 

(5) u^'-f^, v^i'-±^, .=§±3. 

Setzen wir diese Werte (5) in (2) ein, so ergiebt sich, dass | und 17 
der BiccATfschen Gleichung für tf: 

du i i i 2 

genügen, in der r und q die Functionen (i) von s bedeuten. Die 
allgemeine Lösung der Rice ATi'schen Gleichung ist bekanntlich 
linear gebrochen hinsichtlich der Integrationsconstanten ci 



So z. B. bei Bianoiu, Vorlesungen über D^armHaigeom^riet 

deutsch von Lukat, Leipzig 1896, S. 12, 13. 

2) Dabboux, LeQons sur la theorie gefurale des surfaces, 1. partie, 
Paris 1887, ch. n. 
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Ä _ 1*« + 

wobei J», 9, IV, X vier tod e freie Fnnctioiien Ton « bedeuten. 
Geben wir der Gonstanten e irgend zwei Werte a nnd 5, so er- 
halten wir die allgemeinston Werte von | nnd ij: 

Setzen wir sie in (5) ein, so erhalten wir die allgemeinsten Werte 
Ton V, tr. Da diese drei Grössen eines der drei obigen Functionen- 
tripel Torstellen, so werden wir also für n nacheinander drei Con- 
stamten a^, a^, nnd ebenso für b nacheinander drei Constanten 
setzen, sodass sich drei Werte 

uüd drei Werte 

ergeben, durch die sich die Kichtungscosinus von Tangente, Uaupt- 
nnd Binormale so ausdrttoken: 



1 — Is^s .1 + ^5 »Ja It 4- ^» 



Nun aber müssen die Kichtungscosinus noch die Bedingungen: 

+ mfi-f'f^V'^O, ycr + «Z + vA =s 0, «|5 + 2f» + XfiaB5 0 

erfüllen. Setzt man hierin die Werte (8) ein, so erpriebt sich, 
dass zu verlangen ist, dass jedes der drei Fuuctioueupaare t^j; 
^2' ^2' ^3' % j^des andere Paar hanHoniscIi trennt. Aber da 
die ^ und r} nach (6) und (7) linear gebrochen mit r/^, t/,, ?>2? 

&9 zusammenhängen, so folgt: Die Consfanim a^^ h^-^ rt^, 
aj, &j müssen so gewählt u ndefif dass jedes dieser drei Faare 
jedes andere harmmiisdi trennt. 

Nun sind at^ y die Differentialqnotienten der Punkt- 
cooxdinaten g nadi der Bogenl&nge Aus (8) folgt also: 



8 G. ScHBFFBita: Ehisblmbs aui dbb Tbbobib dbb Cmmas vkd FhlcBm» 

Das erste Integral kann wegen (6) und (7) auch so geschrieben 
werden: 

Analoges gilt von den beiden andern. Setzen wir zur Abkürzung^: 



so ist also: 



(10) 



l «8 4- 



1 - 








1- 








1 — 0» 6» 


0, 





«1 - 




14- 










«8 ^3 







Die Coeffidenten von ^, } hierin haben in den 0, & genau 
die Form wie die Grössen (8) in den ^, ij, d. h. sie erftülen, da 
die drei Paare aj,5^; ^.^^h^; ^3,^3 einander harmonisch trennen, 

die Bedingungen, die von den Cosinus dreier zu einander senk- 
rechten Richtungen crtiillt werden. Daraus folgt, dass die Cuito ( 10) 
dm-ch eine Bewegung des Raumes aus der ('ui-ve (9) liervorgeht, 
mit der Cui've { 9 ) also congruenf ist. Hiennit ist der Nachweis der 
Congruenz aller Gurveu mit deubtiibüu uatüiiicheu Gleichungen (i) 
beendet. 

Nebenher sehen wir: Um eine Curvc zu finden, die den 
natürlichen Gleichungen (i) genügt, bestimmt man die allgemeine 
Lösung: 

pc + (i 



der BicCATi'schen Gleichung 



da i i i ^ 

17 Yq 7^ 29*' 



in der r und q die dmch die natürlichen Gleichungen (i) gegebenen 
Functionen Ton $ sind, und bildet darauf die drei Integrale (9). 

Darmstadt, im December 1899. 



DrnokfBTti« «rUKrt 9. IL 1800.] 
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SITZUNG VOM 5. FEBRUAR 1900. 

Vorträge hielten: 

Herr W. Ostwald, o. M. : Periodische Erscheinungen bei der Auflösung 
von Olirom in Sänron. (AMumdlungen Bd. XXVT, Nr. H.) 

Herr Ct.emkns Winklki!, o. M.: l eher die M<»^Hi< likeit der Kiinvandonm^' 
von Metallen in Eruptivgesteine unter Yermittelung von Kohlenoxi d. 

Herr K. Röhn, o. M.: Eonstiruktion des Krümmungsradius bei einem 
Eegelschxiiift durch fünf Punkte. 

demenB Winkler: Ueber die MöglichheU der Emwa/ndermg 
von MetäUm in Eruptugesteme unier Vermitteimg von Kohlenoxgd* 
(Vorgelegt in der Sitznng vom 5. Fehmar 1900.) 

Die von der schwedischen Polarexpedition yom Jahre 1870 
auf der Südküste der Insel Disco bei Grönland am Fasse eines 
Basaltrftckens aufgefondenen losen Blöcke von gediegenem Eisen, 
welche unter der Bezeichnung „Ovi&k-Eisen** bekannt und Ton 
NoRDENBKiöLD^), Nauckhoff^ uud Stbenstrup') beschrieben, 
sowie Ton Nobdströk'^), Wöhleb'^), Daubs£b*) untersnehi worden 
sind, wurden bekanntlich anfangs für meteorisches Eisen ge- 
halten und in der That schien die Beschaffenheit dieses Eisens, 
insbesondere sein Gehalt an Phosphomickeleisen, diese auch von 
NoBDENSKiöLD Tertrotene Ansicht durchaus zu rechtfertigen. 

Später jedoch regten sich gegen die Annahme des kosmischen 
Ursprungs genannten Eisens Bedenken und namentlich war es 
Stebnstrup, der für die tellurische Natur desselben eintrat, weil 
die Art seines geologischen Vorkommens, yor Allem das Auftreten 
ebensolchen Eisens inmitten des benachbarten Basaltes, kaum 

1) NoBDxNSKxöLi), Oefvers. af E. Vet. Akad. FOrhandl. 1870, p. 973. 

2) Naüokhoff, Bih. tili E. Vet. Akad. Handl. B. i. No. 6. 

3) Stkenstui 1', Vitenskapl. Meddelelser fra den naturhistoriske 
Forening i Kjöbenhavu 1875, No, 15 — 19. 

4) Nordström, OetVcrs. af K. Vet. Akad. i'örhandl. 1871, p. 453. 

5) WöHLKR, Gött. Nachr. 1872, No. 11. 

6) Daubr^, Bull. Soc. geol. d. France 1877, p. iio. 
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einen Zweifel darüber aufkommen Iftsst, daes die Bildung der- 
artiger Eisenablagerungen mit der BUdnng des Basaltes im Zu' 
sammenhange steht. Dabei drangen die Ausführungen A. E. Törne- 
bohm's^) zu der Vermuthung, dass von den Ausfttllungsmineralien, 
welche in den basaltischen Gesteinen von Oyifak angetroffen 
werden, und welche erst nach deren yollständiger Ausbildung und 
Erstarrung entstanden sein können, gediegenes Eisen und Phos- 
phomickeleisen, sowie auch der sie vielfach ersetzende Magnet- 
kies, die jüngsten sind. Gediegenes Eisen kommt sowohl im 
Basalt selbst, wie auch in den darin vorhandenen breccienaiügen 
Spaltenausfüllungen vor imd zwar in einer Weise, die nach 
TÖRNEBOHM erkennen lä.sst , dass d;is Eisen erst später in das 
poröse Gestein eingedrungen sein kann. Seine Einwanderung in 
gelöster Form erscheint denkbar, aber freilich pflegt sich aus 
eisenhaltigen Solutionen kein metallisches Eisen abzuscheiden. 
Möglich wäre dessen Entstehung also nur bei Gegenwart eines 
geeigneten Reductionsmittels und für solche scheint nach Törne- 
bohm's Ansicht der TTmstand zu sprechen, dass der den Basalt 
begrenzende Anorthitt'els einen auffallenden Graphitgehalt besitzt. 
Zudem yvird angenommen, dass dieser Anorthit einem bituminösen 
Mergel entstamme, der von dem glühenden Basaltmagma ein- 
geschlossen und geschmolzen worden sei, in welchem Falle Pro- 
dukte der trocdcenen Destillation in das umliegende Gestein hätten 
eindringen müssen. An Kohlenstoff würde es also, falls diesem 
die Bolle des Reductionsraittels zugefallen wäre, nicht gefehlt 
haben. An ein anderes Keductionsmittel als an Kohlenstoff oder 
eine kohlenstoffhaltige Verbindung ist aber aus dem Grunde nicht 
wohl zu denken, weil das Eisen von Disco selbst kohlehaltig ist. 
Es wird sein Gehalt an Kohlenstoff zu 2,4 bis 7,0 Froc, sein 
Gehalt an Nickel zu 2,0 bis 5,0 Froc. angegeben.') 

Vom chemischen Standpunkte aus beurteilt^ will vorstehende 
Erklärung , nicht einwand&ei erscheinen. Mehr Wahrscheinlichkeit 
hat schon die von St. Mbuhibb') ausgesprochene Ansidit, der- 



1) A. E. TöBHSBOHH, Bih. tili K Swenska Yet Akad. Handl. B. 5, 
No. 10, ,,TJeber die eiseiafahrcadeD Gesteine von Oviftik und Assuk in 

Grönland". 

2) Yergl. G. BAioisLSBBfto, Handb. d. Mineralchemie, 2. Aufl. 

2. Suppl. p. 4. 

3) St. Mkunieb, Etüde sur la rochcraere du platine d'Oural etc. 
Gompte Rendn du 711 Congr. QM, Intern. 1897, P- ^57- 
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zufol^^ das Sisen als dampffSnnige Terbindung, zum Beispiel als 
Eiaenchlorid, in den Basalt Von Disco gelangt sein dflrfte. Nur 
bleibt hier die Frage nacb dem Beductionsmittel offen und diese 
ist schwierig ungezwungen za beantworten, zumal die Grösse der 
aufgefündenen Eisenbldche anf eine aJlmähliche Entstehung der- 
selben hindeutet. 

Es sind nun aber tot wenigen Jahren jene leiehtflfichtigen 
Verbindungen entdeckt worden, welche das Kohlenoxyd sowohl 
mit dem Eisen wie auch mit dem Nickel eingeht. Dieselben 
sind in jeder Hinsicht merkwürdig und verdienen in hohem (Jrado 
die Beachtung auch des Geologen, weil ihre Entstehung und 
ebenso auch ihre Wiederzerset/ung unter geeigneten Umständen 
mit grosser Leichtigkeit erfolgt. Bewirkt doch schon blosse und 
dabei luilssige Erhitzung den Zerfall dieser Verbindungen in ihre 
Coiuponenten, ohne dass hierzu die ^fit^v^irkung eines anderen 
Körpers, also etwa diejenige eines besonderen Kednctionsmittels, 
nöthig wäre; man kann sich also sehr wohl vorstellen, wie bei 
der Berührung ihres Dampfes mit einem noch heissen Eruptiv- 
gestein Metallabscheidung erfolgte, und solange Fortgang nahm, 
als nicht Abkühlung bis unter die Zersetzungstemperatur ein- 
getreten war. Die Möglichkeit der allmählichen Bildung von 
JBisenblöcken bis zu mehreren hundert Centnem Gewicht findet 
hierdurch ihre ungezwungene Erklärung. 

Von diesen Kohlenoxyd- oder Garbo nyl- Verbindungen ist 
diejenige des Nickels zuerst aufgefunden worden. L. Mokd, 
C. Langkr und F,. Quincke^) erhielten sie bei der Verfolgung 
eines technischen Verfahrens zur Gewinnung von Wasserstoff aus 
Wassergas. Es gelingt leicht, sie nach ihrer Angabe darzu- 
stellen, indem man über feinzertheütes metallisches UTickel, wie 
es bei der Beduction von Niekeloxyd durch Wasserstoffgas bei 
etwa 400^ erhalten wird, einen Strom Ton Eohlenoiyd leitet und 
gleichzeitig die Temperatur auf 100^ sinken iSsst. Das Kohlen- 
oxid belädt sich dann mit dem Dampf yon Nickeltetracarbonjl, 
^(00)4, und nimmt dadurch ySllig yeittndertes Veifaalten an; 
seine fSbr gewöhnlich nichtleuchtende und nichtrussende blaue Flamme 
wird hellleuchtend und setzt an kalte Kdiper eine Bussablagerung 



i) L. Mond, C. Langer u. F. Quincke, Chem. Soc. i8go. I, 749; Ber. 
d. deutsch, chem. Ges. 23, Ref. 628. Femer: M. Bkrthllot, Compt. 
rend. Z12, 1343; Ber. d. deutsch, ehem. Ges, 24, Bef. 593- 



Digitized by Google 



12 



Clbkoib Winkleb 



ab, die aus staubförmigem meiaUiscbem Niekel oder einem Ge- 
menge desselben mit Nickelozyd besteht. Leitet man das Gas 
durch eine schwach erhitEte Glasröhre, so tritt ebenfalls Zerfall 
desselben in Metall und Eohlenoxyd ein und zwar sohlftgt sich 
dann ein Tfaeil des abgeschiedenen Kickeis als blanker, gUbusender 
Spiegel festhaftend auf die Glasfläche nieder, während ein anderer 
als. dnnkelgrauer Staub lose zur Ablagerung gelangt und sich 
leicht entfernen lässi Bei der Abkfihluug des Gases erleidet der 
darin enthaltene Dampf des Nickelcarbonyls Verdichtung zu einer 
£surblo8en Flüssigkeit von 1,32 spec. Gew., welche bei 43® siedet, 
bei — 25" erstarrt und hohe Giftigkeit bedtet. Im reinen Zu- 
stande zerfalli ihr Dampf bei der Erhitzung auf 60*^ unter Ex- 
plosion in Kickel und Kohlenoxyd, nach Verdünnung mit über- 
schüssigem KoMenoxyd oder einem andern indifferenten Gase erfährt 
er dabei zwar die nämliche Zersetzung, aber sie vollzieht sich 
dann riüiig und ungefährlich. 

Die Leichtigkeit, mit der das Nickelcarbonyl sicli bildet und 
zersetzt, hat L. Mond^) zur Gewinnung des Nickels aus dessen 
Erzen zu benutzen gesucht, indem er dieselben im gerösteten und 
reducirten Zustande bei 100^ mit Kohlenoxyd behandelte, das Gas 
sodiinn durch Höhererhitzung vom aufgenommenen Nickel befreite 
und es kdeichzeitiEr für den nämlichen Zweck inmier wieder ver- 
fügbar machte. Das so erhaltene Nickel bildete eine compakte, 
diclite Ablagerung und war völlig rein, denn sein Gehalt betrug 
9Q,Ö Procent. Es sollen, allerdings aus verhältnissmässig hoch- 
haltigem Rohmaterial, bereits öo t Nickel auf solche Weise dar- 
gestellt worden sein.^) Jedenfalls ist durch die MoMo'schen Ver- 
suche, mögen sie nun technisch aussichtsvoll sein oder nicht, der 
Beweis dafür erbracht werden, dass das Nickel, also ein als 
solches wie in seinen Verbindungen, schwer verdampfljares Metall, 
seinen natürlichen Vorkommnissen mit Hilfe des gasförmigen 
Extractionsmittels Kohlenoxyd entzogen und auf die denkbar ein- 
fachste Weise in reinem Zustande zur Wiederabscheidung und 
Ansammlung gebracht werden kann. Uebrigens glaubt auch 
Jules Garnier^) die Verflüchtigimg von Nickel in kohlenoxyd- 

1) L. Mono, Chem. News, 64, 108; Ber. d. deutsch, ehem. Ges. 24, 

Kef. 702. 

2) Zeitschr. f. angewandte Chem. 1900, 87. 

3) JvLBB GABNiEBf Gompt. rcud. 113, 1891 Ber. d. deutsch, chem. 
Ges. 34, Ref. 697. 
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haltigen Gasen bei der Zugntemaohung yon Nickelerzen beob- 
achtet zu haben. 

Wie bereits erwfthnt worden ist^ besitzt auch das Eisen die 
f^igkeit, sich mit Eohleno]^ zu verbinden^) und zwar nicht 
nur in einem, sondern in mindestens zwei Verhältnissen, nämlich 
zu Ferropentacarbonyl, Fe (€0)5, und zu IMferroheptacarbonyl, 

r«i(oox.») 

Die erstgenannte dieser Verbindungen ist flüssig und leicht 
verdampfbar, die andere fest, erleidet aber schon bei 80*^ Zer- 
setzung und geht dann in das Pentacarbonjl über. Beide zer^ 
fallen beim stärkeren Iiihitzen in Kohlenoxyd und Eisen; dem- 
gemlss setzt auch das mit ihrem Dampfe beladene Kohlenozyd 
beim Passiren eines erhitzten Glasrohres einen metallischen, ans 
reinem Eisen bestehenden Spiegel ab, jedoch nur dann, wenn die 
Temperatur 350® nicht übersteigt. Ist sie höher, so entsteht 
kein blanker Spiegel mehr, sondern statt dessen eine schwarze, 
flockige Ablagerung, die neben Eisen viel Kohlenstoff enthiilt, 
offenbar weil gleich/.eiiig Kohlensäure gebildet wird. Es ist mit 
Bezug auf den hier in Rede stehenden Gegenstand beachtlich, 
dass je nach dem (»rade der Erhitzung reines oder kohlehaltiges 
Eisen aus dem Gase abgeschieden wird. 

Die Darstellung des Eisencarbonyls vollzieht sich so wie die der 
entsprechenden Nickelverbindung, nämlich beim Behandeln von 
feinzertheiltem Eisen mit Kohlenoxyd bei etwa Aber freilich 

erfolgt die Bildung langsam, so dnss sich innerhalb sechs Wochen 
von 1 2 g Eisen nur 2 g verflüchtigen Hessen. Deshalb gelingt es 
auch schwierig, die Verbindung rein darzustellen oder mit Hilfe 
des meist höchst schwach mit ihrem Dampfe beladenen Kohlen- 
ozyds deutliche Metallspiegel zu erhalten. £s könnte somit 
scheinen, als stünde das Eisen hinsichtlich seiner Geneigtheit, 
Carbonylverl>indungen einzugehen, erheblich hinter dem Nickel 
zurück. Dies triflft jedoch nur für die hier geschilderten Ver- 
häitaiisse zu, denn unter gewissen Umständen kann die Vereini- 
gung des Eisens mit dem Kohienozyd überraschend leicht, ja 
schon bei gewöhnlicher Temperatur, erfolgen. 



1) L. Mond u. E. Quincke, Ber. d. deutsch, ehem. Ges. 24, 2248; 
femer M. Bebtuelox, Compt. rend. 112, 1343; Ber. d. deutsch, ehem. 
Ges. 24, Bef. 593. 

2) Ghemiker-Ztg. 1891, 1794. 
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Die erste diesbezflgliche Beobachtung nuicliten Hbnr'v 
E. BoscoB und Fkakk Sccdder^) gelegentlich der Yomabme von 
Yersuchen über die Terwendbarkeit yon Wassergas zur GlÜhlickt- 
Beleacbtong. Das durch Behandlung von glühender Kohle mit 
Wasserdampf erhaltene Wassergas enthielt neben Wasserstoff 
39 Vol. Proe. Kohlenoxyd. Um mit seiner Flamme Licht zn er- 
zeugen, richtete luau .sie gegen die Magnesiiistäbe eines Fahnkhjelm'- 
scheii lireuners und dabei wurde die Wahrnehmung gemacht, dass 
sich nach wenigen Stunden eine erhebliche Verringerung der 
Leuchtkraft einstellte, weil die Magnesia sich mit einem Beschlag- 
von Eisenoxjd bedeckte, der. wie mit liestimmiheit festgestellt 
werden konnte, seinen Ursprung dem Vorhandensein einer äusserst 
geringen Menge dampfförmigen Ferrocarbonjls im Wassergase 
Terdankte. 

Eine ganz überraschende Veränderung trat ein, als das 
Wassergas, welches man zum Zweck bequemerer Handhabung unter 
8 at Druck in Stahlcrjrlindem zur Absperrung gebracht hatte, 
nicht sofort, sondern erst nach etwa einmonatlicher Aufbewahrung 
zur Glühlichterzeugung verwendet wurde. Die yorher nichtleuchtend 
gewesene Flamme desselben zeigte sich nun heUlenchtend und die 
darin zum Erglühen gebrachten Magnesiastftbe bedeckten sich 
nicht erst nach Stunden, sondern sofort mit einem rothen üeber- 
zuge von Eisenoxjd. Mit einem Worte, die blosse längere Auf- 
bewahrung des (Jascs im Ötahlcjrlinder, also die Einwirkung von 
Kohlenoxydgas auf Eisern bei gewöhnlicher Temperatur, aber bei 
erhöhtem Druck, hatte eine verhältnissmiissig reichliche Bildung 
von 1'errocarbonyl zur Folge gehallt. Demgenüiss sttztc derartig 
aufbewahrtes (Jas, wenn man es durch eine schw^acherhitzte Glas- 
röhre leitete, an deren Innenwandung auch einen starken, tief- 
schwarzen Spiegel von metallischem Eisen ab. Aber auch hier 
war der Eisengehalt noch immer ein geringer und betrug nur 
2,4 mg in I 1 des Gases. 

Die Bildung von rothen Eiseno^dflecken auf gewöhnlichen 
Leuchtgas-Specksteinbrennem oder auf den Ealkcjlindem, die zur 
Erzeugung des Leuchtgas-Sanerstoff-Lichtes gedient hatten, ist 
früher schon mehrfach beobachtet worden, ein Beweis daf&r, dass 
selbst Steinkohlenleuchtgas unter Umständen etwas Eisencarbonjl 



I; Hk.nry £. lioscoE u. F&ANK ScuDDJsB, Bei. d. deutsch, ehem. Gres. 
24, 3843. 
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enthalten kann. . Die Menge desselben scheint jedoch eine so 
geringe zu sein, dass sie sieh mo eigentlich unliebsam bemerkbar 
niacht. Anders ist da^s bei dem ungleich kohicnoxydreicheren 
W'assergase, dessen Eisengehalt geradezu lästig werden kann, weil 
die in seiner Flamme erhitzten AuER'schen Glühstrümpfe sich mit 
einem Belage von Euenoxyd überziehen nnd dadurch rasch un- 
brauchbar werden.^) Die Wahmehmnng, dass der Eisengehalt 
des Gases sich mit der L&nge des Weges, den es in der eisernen 
Rohrleitung zurücUegt, zn vermehren scheint, ond die doxoh das 
Experiment ermittelte Thatsache, dass eisenfireies Wassergas durch 
blosse achttägige Berfihrong mit blankem Eisen eisenhaltig wird, 
deuten darauf hin, dass zur Bildnng von Eisencarbonyl nicht 
unbedingt Druck- oder Temperaturerhöhung nöthig ist, sondern 
dass sie sich, weun auch hiiifrsani, schuii unter gewöhnlichen Ver- 
hältnissen /.u voll/,i<*lieii vermag. 

Bei solcher Sachlage erscheint die Mitwirkung der Carbonyl- 
verbindungeu des Eisens und des Nickels bei geologischen Vor- 
gängen keineswegs undenkbar. Ganz besonders aber ist es die 
Bildung von metallischen Ablagerungen in den Hohlräumen von 
EruptiYgesteinen, welche in dem Verhalten jener Verbindungen 
eine ungezwungene Erklärong findet. Beim Eindringen eines mit 
Eisenearbonjl beladenen Gases in das Innere eines solchen Ge- 
steins muss ja, sofern dieses noch nicht erhaltet war, Eisen- 
abscfaeidnng eintreten ond Ton der jeweilig herrschenden Tem- 
peratur wird es abhängen, ob die Ablagerung kohlenstofffrei oder 
koblenstoflfhaltig ansf&llt^ Ans dem nicht nnbetrlLchtilichen Kohlen- 
stoiffgehalte des OvifUc-Eisens zum Beispiel würde man folgern 
können, dass zur Zeit seiner Bildung der es umgebende Basali 
eine 350** übersteigende Temperatur besessen haben müsse. 

Schwieriger ist die Beantwortung (Icr Frage nach dem Ur- 
sprung solch' eisenearbonylhaltigen (lases, dciiii es muss an- 
genommen werden , dass dieses sich in einer kühleren Zone ge- 
bildet habe und von ihr aus in die heissere, in der seine Zersetzung 
erfolgte, eingetreten sei. Andererseits aber ist auch zu bedenken, 
dass die Bedingungen, unter denen das Eisencarbonyl zu entstehen 
yeimag, durchaus noch nicht L'cnügend klargelegt sind, wie es 
denn auch an jedem Anhalt darüber fehlt, ob nicht vielleicht 



i) Vergl. TAK Bbbüksubtbbn n. tbr Hobst, Het Gas 1899, 19, 171 ; 
Chemiker-Ztg. 1899, Bep. 355. 
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erhöhter Dmck, so wie er seine Bildimg befördert, auch seinem 
ZerfoU entgegenwirkt. 

Es kann femer nicht unerw&hnt bleiben, dass die genannten 
Garbonylverbindungen, wenn sie im Gemisch mit Schwefelwasser- 
stoff oder Phosphorwasserstoff gelinder Erhitzimg nnterworfen 
werden, die Sulfide, beziehentlich die Phosphide, der darin eat- 
haltenen Metalle absetzen, ein Verhalten, aus dem sich die Ent- 
stehung von Troilit, Magnetkies, Scliroibersit erklären Hesse. 
Ebenso würde sich bei Zutritt von Sauerstoff Magnetit bilden 
können. 

Endlich sei darauf liiiigcwicseii, dass auch das natürlich 
vorkommende Platin stets oinpn (Jehalt an Eisen aufweist^) und 
dass andererseits im nickcltührcnden Magnetkies von Canada das 
Vorkommen von Platin in Gestalt von Spenylit, PtAsg, beob- 
achtet worden ist. Wcthi ps nun auch bis jetzt an jeder An- 
deutung dafür fehlt, dass das Platin gleich dem Eisen und Nickel 
mit Kohlenoxyd eine flüchtige Verbindung bilden könnte, so darf 
doch nicht nbeisehen werden, dass es mit diesen Metallen in die 
nämliche Gmppe des periodischen Systems fallt nnd auch die 
OarbonyPVerbindnng des ebenfalls dahin gehörigen Kobalts nicht 
bekannt ist. Gewiss aber ist es eine anffallende Thatsache, dass, 
wenn auch nicht das Platin selbst, so doch das Platinchlorür 
nach ScHDrssEKBEROER*) bei gelindem Erhitzen uL emem Strom 
von Kohlenoxydgas in eine leicht flüchtige und leicht zersetzbare 
Platinchlorür-Carbonyl-V^erbindung übergeht. 

Wenn nach Vorstoheudom die Metallwandcrung unter Ver- 
mittclung von Koblenoxyd erwiesen und auch als Lff'oloo-i scher 
Vorgang recht wohl denkbar ist, so wird doch des \V' eiteren fest- 
zustellen sein, ob irgendwelche Forschungsergebnisse auf ihren 
thatsächlichen Vollzug hindeuten. Das Vorkommen von ge- 
diegenem Eisen auf der Insel Disco und die darüber vorliegenden 
Erhebungen könnten aber hierzu vielleicht am besten Gdegen- 
heit geben. 

1) Vergl. vt. A. Aubzakdbr Clabsbn, Ber. d. deutsch, ehem. Ges. 

^3, 951- 

2) ScHÜiZENBEBOEB, Ann. Clüm. Phyü. [4J 15, 100; 21, 350. 
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K. Bohn: KonstrukHon des Krünmmngsraäfus hei 
KeffelsdmiU durdi fünf Pmkte, (Vorgelegt in der Sitzung yom 
5. Februar 1900.) 

Die Konstruktion der Krümmungskreiae bei den Kegel- 
schnitten ist schon verschiedentlich ans der Perspektiven 6e- 
sdehnng zwischen beiden abgeleitet worden. Anch in dem be- 
sonderen Falle, dass von dem Kegelschnitt nur fünf Punkte gegeben 
sind, hat dieser Gedanke Verwendung gefanden und findet sich z. B. 
in dem Ijehrbuch der darstellenden Geometrie von Fiedlbr Bd. i. 

In der vorliegenden Arbeit wird indess anssnr dem KrOm- 
mimgskreis noch einer der übrigen, in dem nSmlichen Punkt be- 
rührenden Kreise in Betracht gezogen, und sowohl seine Perspek- 
tive Beziehung zu dem gegebenen Kegelschnitt, als auch die 
Beziehnng der Aehnlichkeit zwischen ihm und dem Krümmungs- 
kreis stndirt. Gerade diese doppelten Beziehungen liefern aber 
die konstraktiv einfachen Resultate. 

Sei ^ dn beliebiger Kegelschnitt und 0 irgend ein Punkt 
auf ihm; sei femer sein Krttmmungskreis im Punkte 0 und 
einer von den Kreisen, welche ft in 0 berühren. Dann besteht 
sowohl zwischra h und A^, als anch zwischen k und äüj eine Per- 
spektive Beziehung, deren Centren in beiden Fällen im Punkte 0 
liegen und deren Axen zu einander parallel laufen. Um das 
letztere einzusehen, bedenke mau nur, dass die beiden Kreise h\ 
und 1'2 ähnlich liegen vom Punkte () aus als Aehnlichkeiisccn- 
trum. Nun gehören die drei Kurven /.•, l\ und drei ebenen 
Systemen 2^, U^ und respektive an, von denen und "^om 
Centrum 0 aus ähnlich liegen, während beide Systeme zu £ 
perspektiv liegen und zwar ebenfalls aus dem Centrum 0. Durch 
drei entsprechende Punkte I\ 1\ und in den drei Systemen 
ist die ähnliche Beziehung % zwischen und Z2 1"'^'" 
spektive Beziehung zwischen E und gegeben, sobald man 
0 und die Axe a" der Perspektive kennt (Figur 1). Sind 

Matb.-phjra. Cluse im 2 
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aber r/, //, und //g drei eutspreehende Geraden unserer Systeme, 
so müssen sieh y und «i., auf a" schneiden und und pa- 
rallel sein; ihr Schnittpunkt muss auf a\ der Axe der zwischen 
21 und bestehenden Perspektive "iß', liegen. Das tileiche tritt 
überhaupt für je drei sich entsprechende Gerade ein, so auch für 
A, &j und h^y und daraus folgt unmittelbar der Parallelismus 




Fi«. I. 



Ton a und d\ Zugleich erkennen wir, daas a' die Sirecke PP^ 
m dem ghUihm VerhäUnme UteiU, wie a" dke Stredee PP^* 

Die Aze a" von yerbindet die beiden (reellen oder ima- 
ginären) Punkte, welche Je und Atj, abgesehen yom Beröhrungs- 
punkte 0, noch gemein haben. W&hlt man andere und andere 
Kreise aus der Schaar, welche k in 0 berühren, so steht ein 
jeder von ihnen mit k in perspektivor Bezieliung; die zugehörige 
Axe ist nach dem Vorausgeschickten zu a" parallel und enthält 
die Schnittpunkte des bezüglichen Kreises mit k. Insbesondere 
muss für den Knimmungskreis k^ die Axe a durch 0 hindurch- 
gehen, - damit k^ dort den Kegelschnitt k oskulirt und ihn dann 
nur noch in einem weiteren Punkte schneidet. Hieraus ergiebt 
sich aber folgende Konstruktion (Figur 2). 
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Sind OPQRS fünf Punkte eines Kegelschnittes , so kon- 
Btroire man in 0 die Tangente t mit Hilfe des PASOAL'BChen 
Satzes, ziehe die Koimale n nnd zeichne einen Elreis ^ mit dem 
Ifittelpnnkt der ^ in 0 berührt Dieser mag die Geraden 
OP, OQy OB in P,, Q^, respektive schneiden, dann liegen die 
Sohnitt^nnkte von PQ mit P,Q, und QM mit Q^B^ anf a'. 
Nnn ziehe man noch durch 0 zu et' die Parallele d. Dann sind 
P, Jfy U und CTP entsprechende G^erade der Systeme 2^ und S, 
während die entsprechende Gerade il/^ V des Systems S^zaM^U 




Fig. 2. 



parallel ist und sich mit PU auf a iin Punkte schneidet. 
Der so konstruirte Punkt itf^ ist der Mittelpunkt des Krüm- 
mungskreises 7c^, da bei der ähnlichen Beziehung zwischen 
und Ä"i die Mittelpunkte beider Kreise einander entsprechen. 

Die zwischen den Systemen und 2^ bestehenden Be- 

ziehungen können dazu verwendet werden, in einfacher Weise die 
bekannten Konstruktionen für die Krümmungsradien abzuleiten, 
falls die Axen oder ein Paar konjugirte Durchmesser des Kegel- 
schnittes k gegeben sind. Ist z. B. der Krümmungsradius im 
Scheitel 0 der Ellipse h mit den Axen OP nnd i^H zu finden, 

8» 
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so ziehe inaii (Figur 3) den Kreis über OP als Durchmesser^ 
dann stehen a" und a' in P resp. 0 auf OP senkrecht. Der 
Strahl OQ schneidet Ä'g in und es entsprechen sich in Z und 
2Jj die Geraden PQ und PQ^. Die diesen Geraden im Systena. 
2Z| entsprechende Gerade GP^ ist parallel zu oder normal 
zu OQ^ trifft sich mit PQ im Punkte G von a' und schneidet 
OP im £ndpimkte Pi des DurchmeBsen des KrOnunnngskreises k^. 




Darana folgt die bekannte Eonstrnktion. Man zieke in den 
Sekeiteln 0 und Q die Parallelen zu den Axen der Ellipse und 

von ihrem Schnittpunkt / falle man ein Lot auf 0Q[ dieses 
schneidet auf den Axen die Krümmuugsniittelpunkte aus. Denn 
J ist der Mittelpunkt von OG und folglich auch Mj^ derjenige 
von OPp 

Ist OP die Axo einer Hyberbel mit den Asymptoten q 
und r, so ziehe man wieder (Figur 4) den Kreis über OP 
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als Durchmesser, daxm sieben nT und d wieder auf OP in P 
resp. 0 senkreclit. Der za q parallele Strahl durdi 0 schneidet 
Ai^ in 9} und es entsprechen sich in 2^ und Z die Geraden PQ, 
nnd P6r, wobei P6^ || OQ^ ist. Die ihnen entsprechende Gerade 
firP^ im System ist parallel su P$2 normal sn 9; trifft 
sich mit "PG im Punkte von a xmd schneidet die Axe im 
Endpunkte Pj des Durchmessers des Krümraungskreises k^. Die 
Tangente im Scheitel 0 schneide die Asymptote g in /, dann 




Ffg,4. 



geht die Gerade, die in J* auf q senkrecht steht, durch den 
Mittelpunkt Jf^ des ErOmmungskreises \, Denn J halbirt 06r 
und Jlf| ebenso die Strecke OP^. 

Kennt man von einem Kegelschnitt ib die Lage der beiden 
Axen o; und y, sowie einen Punkt 0 mit seiner Tangente % und 
seiner Nonnalen n (Figur 5), so wähle man als Mittelpunkt 
des Kreises \ den Schnittpunkt TOn n mit y (oder «); dann/ ist a' 
zn t symmetrisch in Bezug auf y, da <£* ebenso wie t eine ge- 
meinsame Tangente TOn Jb und \ ist, und a' geht durch 0 pa- 
rallel zu a". Zieht man jetzt durch 0 einen Strahl parallel 
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zu ?/, der A*, h\ und in und respoktivo sclmoidet, so 

entsprechen sich in den Systemen ^, und nicht nur diese 
Punkte, sondern aucli die zugehörigen Tangenten. Diese aher 
schneiden t in t nt spT Pchenden Punkten und U.^- Nun 

liegt II auf a', und die Parallelen 7Ai durch C/^ resp. (/g stehen 
auf den Sehnen OQ^ resp. senkrecht, gehen also durch die 

Mittelpunkte von resp. itf, von k^, Nach dem oben ge- 




fundonen Ratz ( S. i8) theilt hier a " die Strecke UU2 in dem gleichen 
Verhältniss wie a' die Strecke f/L\, also: T?/: TU^ = OUiOU^, 
wenn ^' der Schnittpunkt von ^ mit y ist. Ist 0 der Mittel- 
punkt von k, schneiden femer x und UiM^ die Gerade OQ in 
«7 und Ä", so lässt sich die vorstehende Relation durch: TCiTM^ 
= OJ : OK ersetzen; diese sagt aber aus, dass LfM^ durch K 
geht. Das liefert die folgende Konstruktion. Man verbinde den 
Schnittpunkt U von t und x mit dem Schnittpunkt von 
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n und i/', dann ziehe man durch () eine Parallele stl p und 
durch ihren Schnittpunkt K mit eine Parallele zu ao 

schneidet diese auf n den Mittelpunkt des KrtLmmongskreises 
kl ans. 

Ziehen wir noch den Durchmesser OC und bezeichnen mit L 
seinen Scfanittpxmkt mit U^Mi^ so folgen aus dem ParalleUnnus 
der drei Geraden tmd U^M^ die beiden Belationen: 

OU:OUi^OC:OL und TU i TU^ ^ TC t TM^ und aus 
diesen unter Berflcksiclitigung der froheren Relation die weitere: 
OCzOL^ TCiTM^, Das sagt aber aus, dass LM^ zu TO 
parallel ist und führt zu folgender Konstruktion. Man ziehe 
durch den Schnittpunkt TOn n und jf eine Parallele zu t 
und schneide sie mit dem Durchmesser OC in Z; eine Parallele 
zu x durch L trifft alsdann n im Erümmungsmittelpunkt M^. 

Weiter seien Yon einer Ellipse h der Mittelpunkt C und 
zwei koigugirte Durchmesser OF und QB gegeben (Figur 6). 



tr Ii O t T 




lfig.6. 



Wir ziehen die Tangente f imd die Normale n in 0 und ausser- 
dem die Tangenten in Q und i^, welche / in jf' resp. U schneiden. 
Dann fällen wir von T auf OQ ein Lot und machen seinen 
Schnittpunkt mit n zum Mittelpunkt des Kreises A-^. Dem 
Punkt Q TOn Je entspricht ein Punkt Q2 von und die zuge- 
hörigen Tangenten, die sidi ebenfalls entsprechen, schneiden sich 
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in T. Demnaoli ist T ein Punkt yon a", der Axe der Perspek- 
tiven Beziehang zwischen h nnd wftbrend die Axe der 
perspekÜTen Bedehnng zwischen Ellipse k und Erfimmnngs- 
kreis durch 0 hindurchgeht. Seien nun CT, Ui, ent^ 
sprechende Punkte in den drei Systemen ^ so gilt die 

Relation: Oü i OU^^ TV xTl\, und da Oü^\TU ist, 
folgt weiter: OU^ = \ TU^ =^(0U+ 0U^\ d. h. UU^ « 
t\U^. U liegt aber auf der Tangente im Punkte B der 
Ellipse A-, folglich liegt auf der Tangente im Punkte 12, des 
B[reises A^g ebenso U^ auf der Tangente im Punkte des 
Kreises A^j, wobei it*^, entsprechende Punkte sind. Banns 
ergiebt sich, dass resp. auf den Loten liegen, die man 
von den Mittelpunkten TIfo resp. der Kreise resp. l\ auf 
0J2 fällen kann. Somit kann man konstruiren, durch 
Halbiren von UTh tiudeu und duicii ein von l\ auf OR ge- 
fälltes Lot. auf n ausschneiden. 

Wir können jedoch leicht die bekannte einfache Konstruk- 
tion hieraus ableiten und lallen zu diesem Zwecke von U und 0 




Fig. 7. 



die Lote auf QB^ deren Fusspunkte K und J sein mögen. Dann 
wollen wir beweisen, dass 6*3/^ auf OK senkrecht steht. Es ist 
aber OU^z OM^ = OJ : JB und OTiOM^^ OJiJQ, also 
auch: OU^i OT ^ JQ t JB, oder Tü^: OT ^ QBzJBf oder 
OUiiOT^CBz JB, oder ejymokOUiiOU'^JKi JB. Nun 
hat man weiter: 0 C7| : Olfj « OJ : BJ^ also unter Berftcksich- 
tignng der Yoiigen Relation: OTT x OM^ts^ OJ i JK, Deshalb 
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sind die Draedice A UOM^ und A OJK filmlieh und es ist VM^ 
senkrecht zn OK. Die Konstruktion des KrClmmungsmittelpimktes 
erfordert demnach folgende Operationen (Figur 7). Man ziehe 
in 0 die Tangente t und die Normale trage auf t die Strecken 
OT» OU « auf und fUle tou CT das Lot auf die Ver- 
bindungslinie von T mit /, dem Schnittpunkt Ton n und Qii, 
dann schneidet dieses Lot auf n den Ifittelpunkt des Eräm- 
mungskreisps l\ aus. 

Endlich seien von einer Hyperbel A' mit dem Mittelpunkt. G 
die beiden Asymptoten g ' ^'^'i i'>^iikt 0 gegeben 




Vig. 8. 



(Figur 8). Man ziehe in 0 die Tangente t und die Kormale m; 
erstere schneide die Asymptoten q und r respektive in T und Z7, 
und es ist bekanntlich OT^OU, woraus sich die Lage der 
Tangente t bestimmt. Dann errichten wir in 7* ein Lot auf q 
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und machen Beinen Schnittpunkt Jf, mit r zum Mittelpunkt des 
Kreises Dem unendlich fernen, auf der Asymptote q Ue* 
genden Punkt TOn h entspricht der Punkt von wenn 
OQ^\q ist^ und der Asymptote q entspricht die Tangente von 
Jc^ in beide schneiden sich in T, Demnach ist T ein Punkt 
yon a", der Aze der Perspektiven Beziehung zwischen X; und ft^, 
während die Aze a der perapektiTen Beziehung zwischen der 
Hyperi>el A; und ihrem Erttmmungskreis \ durch 0 hindurch- 
geht. Sind nun wieder 17, und JJf drei entsprechende Punkte 
in den Systemen und so gilt wieder die Relation: 

OUiOU^^TVtTU^^ woraus dann wieder: ÜUi^ L\U^ 
folgt U liegt aber auf der Asymptote r, desshalb liegt auf 
der Tangente im Punkte und ebenso auf der Tangente 
im Punkte des Kreises wobei und dem unendlich 




fernen Punkt von r entsprechen, also O /u, Ti^ || r ist. Daraus 
eigiebt sich, dass resp. auf den Loten liegen, die man 
von den Mittelpunkten resp. Jf^ der Kreise resp. auf r 
fiillda kann. 

Hieraus ergiebt sich dann die einfBiChe Konstruktion sofort 
durch folgende Ueberlegung. Dreht man einen Theil der Fig. 8, 
nämlich Ä'^, A'g, Jf^, Jlfg, B^, Jf^, 7\ L'", C^j, f/j, um den 
Punkt 0 um 180^, so hat man wieder die gleiche Iiage, wie in 
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Figur 6 Tor sieh, und desshalb gölten auch gans die dortigen 
Sdilussfolgemngen. Insbesondere ist UM^ senkrecht zu 27/. 
Sind also von einer Hyperbel Je die Asymptoten q tmd r und 

ein Punkt 0 gegeben, so ziehe man die Tangente t und die 
Normale n in 0 und Jen zu / parallelen Durchmosser d. So- 
dann verbinde man den Schnittpunkt J von n und d mit dem 
Schnittpunkt U von t und r und emchto auf dieser Verbindungs- 
linie in U die Senkrechte; sie schneidet auf n den Krümmungs- 
mittelpunkt aus (Figur 9). 



Dniekiwtlg «iklirt SS. II. IMOJ 
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SITZUNG VOM 26. FEBRUAR 1 



Vortrag hielt: 

Herr 0. Höldek, o. M. : Vorlegunjj: einer Abhandlung von Herrn Hkin- 
KicH LisBMANN Über einen Satz über endliche einfach zusammen- 
häugeiide Fläcbeustücke negativer Krümmung. 

H«iiizieh Idebmami: Eim Saig 4ber endlidte einfaeh gu- 
sammerihäHffenäe FUkhensHliike negativer Krilmmuny. [In der Sitznng^ 
▼om 26. Februar 1900 vorgelegt durch Herrn 0. Holder, 0. M.) 

% I. YorkeaerknngeB. 

I. Während die Untersuchung des Verhaltens der Flächen 

bei Verbiegungen seit Gai ss zu einer besonderen wissenschaft- 
lichen Disciplin herangewachsen ist, hat man die spezielle Frage, 
unter welchen Umständen man ein endliches FlUchenstück ver- 
biegen kann, bisher noch wenig in Angriff genommen. Vielmehr 
sind in dieser Hinsicht wohl erst zwei Sätze aufgestellt und be- 
wiesen worden: 

a) Der JELLEx'sche Satz: Die Haupttangentenkurven sind die 
eimigm Kurven, wdcJtc hei der VerUegmg einer Fläche starr bleiben 
kennen, ohne dass die Vnhiegxing eine Bewegitnq zu sein brauchL^^ 

An diesen JELLBT'schen Satz schliessen sich eine Reihe von 
weiteren Untersuchungen über die Aufgabe: Eine Fläche so za 
Terbiegen, dass eine bestimmte der Elftcbe angehörige Kurve in 
eine vorgegebene Kurve übergeht. 

b) Der MniDiMa'sdie Satz: Gesddossene Flädten posiHver 
Krünmmg lassen ncft nidd verbiegen,^ 

1) J. Jellkt. On the properties of inextensible surfat es. Irish Acad. 
Trans. XXII, 1855, p. 343 tf. — Einen neuen Beweis hat Wkixgaktkn 
gegeben: Ueber die Deformationen einer biegsamen uuausdehnbaren 
Fläche. Grelle*8 Jounml xoo (1886) p. 296 ff. 

2) E.HiitDiii€i. Über die Biegong krammer Flächen. Grelle*« Journal 
t8 (183S) p. 365 ff. An dieser Stelle ist der Satz ohne Beweis ausge- 
sprochen. Einen Beweis habe ich gegeben in TiieJiier TTabilitationsschrift: 
Uber die Verbiegung geschlossener convexer Flüchen. Leip* 
zig 1899. 
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2. An diesen MiNDiNo'scfaen Satz knfipft sich nun eine ganz 
bestiinmte Frage: Da ja ein binreichend kleines Fläclienstiick 
immer verbogen werden kann^), eine geschlossene Flttche positlTer 
Kritmmmig aber nicht, so entsteht die Frage: Wddte Chrösse darf 
ein FlädtensUkk nidU Übersthrmtm, weim es möffUck sein soll, 
cUtsseWe ssu verbiegen? 

Diese Frage soll hier fOr den Fall einfach zusammenlegen- 
der Flachenstfieke constanter positiver KrCLmmnng beantwcnrtet 
werden. Wir brauchen dazu einen HfU&satz über ein£sch zu- 
sammenhängende Flichenstüeke negativer Krümmung, welcher 
dann noch eine andere Anwendung auf Flachen positiver Krüm- 
mung gestattet. 

§ 2. fiinCBch sisameBhlngeHde Flächenstiieke segatiTer Krinning. 

I. Der zu beweisende Hülfssatz bezieht sich auf das sphä- 
rische Bild eines Flächenstücks, welches man nach Gauss mit 
Hülfe der Abbildung durch parallele Normalen erhält.*) 

Er lautet so: 

Das eindeuHge s^ahärisdte BUd eines enälichent einfadt 
sammekhängenden FlädtensÜkikes negaHver Krümmmg kann die 
HdSbhugA rndii ÜbersdureüUn, 

Um IGssveiständnisse zu vermeiden, sei noch eine Erklämng 
hinzugefügt: An Flächeninhalt darf das sphärische Bild wohl die 
Halbkugel übertreffen, aber es mnss so beschaffen sein, dass es 
keinen grössten Kreis ganz enthält (wie dies z. B. der Fall ist, 
bei dem grösseren der beiden Stücke, in welche ein Parallelkreis 
die Kugel zerlegt, dessen Eadius von dem Kugelradius ver- 
schieden ist). 

Femer wird ausdrücklich hervorgehoben, dass das sphärische 
Bild der Fläche eindeutig zugeordnet ist, weil gerade dieser Fall 
in Betracht kommt. Die Frage, ob die Zuordnung überhaupt 
anders als eindeutig sein kami, welche übrigens wahrscheinlich 
verneinend zu beantworten ist, möge hier offen bleiben.^) 

1) Das gUt wenigstens für zwei dimensionale Flächen im Im 

übrigen (für Räume von mehr als drei Dimensionen) vgl. man die Ar- 
beiten von 8(mLK in Band XXITI und XXIV der Math. Annalen. 

2) Vgl. BiAMCHi, Differentialgeometrie, deutsch v. Lukat (Leipzig 
1899) p. II 8 ff. 

3) Dass bei Flächen jMmCitwr Kri3mmnng die Beaäehnng swischen 
der Flftdie und ihmn sphftrisdhen Bild eine umkehrbar eindeutige ist, 
hat Hai>am*bi> bewiesen. Journal de Hathänataqnes V, 3. 1897 p. 353. 
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l^nuCH Lmnuim; 



2. Der Beweis des Satzes wird nun indirect geführt, und 
zwar mit Hülfe des WEiEBSTBASs'schen Satzes yom Macämmii 
einer stetigen tWction. 

Wir wollen annehmen, es existierte ein solches FlttdheinsttLek 
n^fativer Erfimmnng, welches alle in i genannten Eigenschaften 
in sich vereinigt. Wir bezeichnen dann die Bandknrve desselben 
mit 8, Dem Bande iS^ entspricht bei der GAuss'schen Abbildung 
auf der Kngel eine Enrve 8*, welche ganz auf einer Halbkngel 
liegt und — wegen der Eindentigkeit der Zuordnung — keinen 
Doppelpunkt hat Zeichnen wir nun, was nadi Voraussetzung 
mögUch ist, auf dem sphärischen Bild einen grössten Kreis J^, 
weldier 8' nu^t schneidet, so entspricht diesem auf der Flftdie 
eine Kurve JT, welche 8 nirgends trifft, und welche keinen Doppel- 
punkt hat Durch K wird das Flftchensttlck in zwei Teile zer- 
legt — einen einfadi zusammen- 
hängenden inneren Teil und einen 
rm^rmigen Baadteü, zwischen K 
und R gelegen. 

Femer berührt die Flache l&ngs 
K einen Cylinder, dessen Mantellinien 
senkrecht auf der Ebene des Kreises 
K' stehen. 

3- Dies Yorausgoschickt kann man 
nun den gewünschten Satz leicht be- 
weisen. 

Wir müssen nur noch auf dem 
Cylinder zwei Richtungen unter- 
scheiden. Er wird ja durch K in 
zwei Teile zerlegt, derart dass das 
Innere des Flfichenstücks negativer 
Krümmung in der Umgebung^) von 
A' ganz dem einen Teil (i), der Hand 
ganz auf dem anderen Teil (r) liegt. (Vgl. Fig. i.) 

Entsprechend nennen wir die beiden Richtungen der Mantel- 
linien, welche sich um i8o** unterscheiden, die Richtung nach 
dem lonaren und die Richtung nach dem Aeusseren des Flächen- 
stückes. 

Nun suchen wir demjenigen Punkt von JT, welcher am 




Vig. I. 



I) Weil der Cylinder die Fl&che berOhrt. 
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weitesten nach der inneren Seite hin gelegen ist. Mindestens ein 
solcher Punkt niusa, nach dorn WEiERSTRASs'schen Satz existieren. 

Durch Ik legen wir eine Ebene (E) senkrecht zur Richtung 
der Mantellinien des Cylinders. Sie hat jodenfalls den Punkt 
It mit A' gemein und die Bandknrve liegt ganz auf der einen 
Seite der Ebene. 

Ausserdem abor befinden sich noch jenseits desselben nach i 
hin Punkte der Flilche und swar Punkte des inneren Teiles. Da 
aber die Mäche ganz im Endlichen bleibt, so müsste es einen 
Punkt geben, welcher den grOssten Abstand von E hat in der 
Biehtnng f. Diese Mazimumseigenschaft ist aber mit der Torans- 
gesetzten negativen Krümmung nicht vereinbar; es eigiebt sich 
ein Widerspruch, der nur durch die Annahme gelöst werden kann, 
dass der Satz x richtig isi 

4. Zum Beweis des Satzes sind nicht alle genannten Voraus- 
setzungen nötig; es kann verzichtet werden auf die Annahme, dass 
die Flüche Ubenül regolftr ist Notwendig ist nur das dndentige 
Entsprechen der fläche und der Kugel und die anderen Voraus- 
setzungen, vor allem die negative KrOmmung; doch darf letztere 
in weiterem Sinn verstanden werden. Es ist nSmlich gar nicht 
notwendig, dass (wie in einem regulären Punkt) eine bestimmte 
Tangentialebene vorhanden ist; es genügt vollkommen, wenn in 
allen Punkten die Fläche die Eigenschaft hat, dass sie von jeder 
beliebigen, diesen Punkt enthaltenden Ebene zerschnitten wird. 
— Dann bleiben uüinlicli alle Schlussfolgerungen ungeändert. 
Auch braucht die Eindeutigkeit nur iusoteru zu bestehen, als 
einem bestimmten Flüchenelement der Kugel ein bestinmates 
Flächeuelenient der Fläche negativer Krümmung entspricht: d, h. 
die Fläche negativer Krümmung darf sich selbst durchdringen, 
es müssen dagegen die Normalen der Fläche den Badien der 
Kugel umkehrbar eindeutig zugeordnet sein. 

Wir erhalten also den Zusatz: 

Dei' in Kr. 1 ausgesprochene Satz behält seine (hVtifikeif 
auch für FUichen, welche eiifzclne PunJde oder Linien hahev, i)i 
denen die Häche aufkürt, regulär m sein, aber doch den Chara< ter 
der negativen Krümmung heibehält: Auch genügt es, woin die 
Ziwrdnung der Normalen — nicht die der Punkte — eindeutig ist. 

5. Als Beispiel möge die Eingfiäche genannt wei*den, welche 
durch Botation eines Kreises um eine in seiner Ebene gelegene 
ihn nicht schneidende Achse entsteht. 
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Das ganze sph&iiBohe Bild des negativ gekrümmten Teils 
dieser Flftche bedeckt die Kugel mit Ansnalmie zweier gegenüber- 
liegender Punkte f welche den beiden auf dem Bing gelegenen 

Klirren entsprechen, ISn^p^ 
deren die Krümmung gleich 
NuU ist Diese Kmnren sind 
bekanntlieh zwei dem Bin^ 




angehörige Parallelkreise 
und (vgl. die Figur 2 ). 
Das sphärische Bild dieses 
negativ gekrümmten Flächen- 
teils, und daher auch das 
sphärische Bikl eines — übrigens noch so grossen — einfncli 
zusammcnhiingcndcn Teiles desselben hat also in der That die in, 
Nr. 3 bewiesene Eigenschaft, keinen grössten Kreis zu enthalten. ^) 

§ 3. Anweadnugcn auf Flüchen coustanten positiven 
Krttnmangsniaasses. 

1. Constnüert man zu einer Fläche Constanten positiven 
Krümmnngsmaasses 1) die innere Parallelüäche im Abstand 1, 
so erhmt man eine Mäche, welche nach Bonmbt^ constante nega^ 
tiye mittlere Krümmung hat (« — Wir bezeichnen sie mit 
dem Namen ^^Kemflftche^ Die Kemfläche kann singuläre Punkte") 
haben; sj^ entsprechen den Nabelpunkten der ursprünglichett Fläche 
und haben die Eigenschaft, dass in ihnen die abgeleitete „Kem- 
flftche** den Character der negativen Krünmrang nicht verliert.'^) 

2. Nehmen wir nun an, es existierte ein Flächenstück con- 
stanten positiven Krümniungsmaasses, welclies einfach zusammen- 
hängend ist, keine singulären Punkte hat und dessen sphärisclios 
Bild einen grössten Kreis enthält, so wird die aus diesem Ötück 



1) Zu der sphärischen Abbildung \vird man auch in der darstellen- 
den Geometrie geführt, bei dem sogenannten „Kugelverfahren^' zur Be- 
stimmong der Tsophoten einer Flftche. Dabei benfitet man direct die 
si^iftrische Abbildung. In Romr und Pafpbbitz, Lehrbuch d^ d. G. 
Band II. Leipzig 1896, }>. 499 ist die Einfache behandelt. 

2) Vgl. BiAHom, Differentialgeometrie, übersetzt v. Lukat. (Leipzig 
1898) p. 473 

3) Vgl. H. LiKRMANN, Eine neue Kigeuschaft der Kuj^el. (Göttinger 
Nachrichten 1899 p. 44). Diese Arbeit wird im Folgenden mit „K" 
citiert. 
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abgeleitete Kerafl&che alle in § 2, Nr. i genannten Eigenschaften 
in sich Tereinigen: Erstens hat auf dem sphfiimfaen Bild, welches 
ja mit dem sphärischen Bild des Flächenstdckes constanten posi- 
tiven Krttmmongsmaasses identisch ist> ein grösster Ejreis Fiats, 
zweitens ist natürlich die Beziehung zwischen der Kemfiftche und 
ihrem sphärischen Bild eine umkehrbar eindeutige^), drittens 
endlieh hat die Kemfl&che in ihren regulären Punkten negative 
Krümmung, in den singnlären den Character der negativen 
KrQmmung. 

3. Nur wenn die ursprüngliche Fläche eine Kugel ist, redu- 
dert sich die Kemfläche auf einen Punkt. Ist ersteres nicht der 
Fall, so ergeben sich, wie Nr. 2 dieses Paragraphen geseigt hat, 
für das aus ihr abgeleitete Stück der Kemfläche Eigenschaften, 
welche nach § 2, 3 sich widersprechen. 

Also ist die Annahme, von der wir ausgingen, falsdi, und 
wir erhalten den Satz: 

Em emfack gusammenhängendes Stück einer Fläche konstanten 
positiven Krümmungsmcuisses, dessen sphärisches Bild einen grösstm 
Kreis e^ühält^ muss notwendig selbst ein Stück etmr Kugelober- 
fläche sein. 

Oder: 

JBj'w einfach susammenhäyKjcndes Stück einer KugfJobtrfläche^ 
welches einen ffrössfrn Kreis enthält^ lässt sich nicht verbiegen. 

Könnte man nämlich oin solch^'s Kugolstück verbiegen, so 
würde beider Wrliiegung im crstm Moment ein P^liiclienstück 
constanten positiven Krümmungsmaasses entAsteheu, welches die im 
vorigen Satz genannten Eigen sc hatten in sich vereinigen müsste. 

4. Jedes Stück einer Kugelobertiächt' <l;igegeii, welches ganz 
innerhalb eines grössten Kreises liegt, Uisst sich verbipgen. Man 
kann daraus nämlich, wie wir sogleich sehen werden, leicht ein 
Stück einer Rotationsoberfläche constanten Krümmiingsmaasses er- 
halten, deren Querschnitt dem zweiten der von Mindino gegebenen 
Typen entspricht.*) 

Die Flächen von diesem Typus kann man nämlich herstellen 
durch Verbiegung eines von zwei parallelen Kreisen mit übrigens 
beliebig kleinem Aadius begrenzten Zone, welche etwa längs eines 

1) Wenn den Normalen ein bestimmter Sinn beigelegt wird, iat 
die Zuordnung zwischen einer regulären Fläche positive l&fimmung 
und irgend einer Parallelfläche immer umkehrbar eindeutig. 

2) BiANCHi, Differentialgeometrie p. 199, Fig. 6. 

Ma«h..pliya. CUMe 1900. 3 
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Meridians aufgeschnitten ist. Auf einer solchen Zone hat aber 
ein einfach zusammenhängendes Stück der KugeloberiLäche von 
der Form, wie es oben besclirieben wurde, Tollkonunen Platz — 
also lässt sich das Stück verbiegen. 

5. Genau dieselben Betrachtimgen können wir auch auf 
Flächen constanter mittlerer Krümmung (= -|- |^) anwenden, 
deren G^uss'sches Krümmungsmaass positiv ist Ihnen kann man 
nämlich, indem man auf den Normalen nach innen das Stück i 
abträgt, Flächen negativer Krümmung zuordnen, die auch nirgends 
den Oharacter der negativen Krümmung verlieren.^) 

Man gelangt dann durch ganz analoge S(^u8sfolgerang 
wieder zu dem Satz: 

Die Kugel ist die dmige Flädte positiven GAüss'schen 
Krünmungsmaasses md constanter mtOerer Krümmmg, wddte 
die E^ensdwfi hat, dass es auf ihr ^/nfadi susammenhängende 
FlächenstUcke giebt, deren sphärische Bilder einen grössten Kreis 
gam entäitäkm. 

Analog wie in 4 kann man auch zeigen, dass ein kleineres 
Flächenstück, dessen sphärisches Bild ganz innerhalb eines grüssten 
Kreises liegt, nicht notwendig einer Kugeloberfläche anzugehören 
braucht. 

6. Die in Nr. 4 und 5 dieses Paragraphen bewiesenen Sätze 
ergänzen die früher aufgestellten; es ergeben sich aber noch eine 
Reihe von weiteren Fragen, auf welche noch kurz hingewiesen 

werden soll: Kann man ein einlach /.usainmenhängendes Stück 
der KLigeioljt'iiläi'he, welches keinen grössten Kreis entliült. aber 
trotzdem nicht innerhalb eines grössten Kreises liegt, verbiegen? 

Das geht jedenfalls in sehr vielen Fällen, beispielsweise bei 
einer längs eines Meridiankreises autgeschnittenen Kugelzone. 

Femer bleibt die Frage offen: 

Welche Gestalt haben die mehrfach zusammenhängenden 
Stücke einer Kugelob erlläche, weiche sich verbiegen lassen V 

§ 4- fiiae JBügenseliaft der Ovaloide. 

I. Gonstruiert man zu einer beliebigen Fläche im Abstand a 
die Parallelfläche, so bestehen zwischen den Krünunungsradien 
der Hauptschnitte dieser ParallelfläGhe und den entsprechenden 
Radien der ursprünglichen Fläche bekanntlich die Belationen 

1) $ 5. 
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Qo = n, — (f 

Nehmen mi nun im Speziellen als ursprüngliche Fläche ein 
Ovaloid, so können wir aus dem genannten Satz verschiedene 
Folgerungen ableiten. 

2. Wir wollen einmal annehmen, es gäbe ein Ovaloid ohne 
Nahelpunlcte, derart also, dass und nirgends einander gleich 
werden. Wegen des einfachen Zusammenhangs der Fläche kdnnen 
dann und als Functionen auf der Fläche betrachtet werden, 
welche eindeutig sind, und man kann z. B. annehmen, dass immer 

Wenn wir jetzt eine Grösse a so bestimmen, dass )\ immer 
grösser als a, dagegen immer kleiner als a ist, und wir con- 
struieren im Abstand a die innere Parallelfläche des Ovaloides, 
so ist von den Hauptkrümmungsradien 

der eine immer positiv, der andere dagegen Immer negativ. Die 
Parallelfläche also hat überall negative Krümmung, Ausserdem 
aber muss sie immer im Endlichen bleiben. Diese Eigenschaften 
sind aber miteinander nicht verträglich, und es kann also die 
Relation > i\ nicht überall erfüllt sein. 
Hieraus folgt: 

Ein (haihid hat immer miindestens einen Näbdpunkt, 

3. Diesen ziemlich einfachen Satz kann man nun mit Hülfe 
von § 2 noch genauer präcisieren dahin: 

Ein Flädtenstück posiHver Kr&mmmg, welches einfadi m- 
sammenhängend ist, und dessen sphärisdies BUd einen grössten 
Kreis enihäU, muss notwendig einen Nabdpunkt enthalten. 

Zunächst i^mlich überdeckt das sphärische Bild die Kugel 
einfach (§ 2, Anmerkung 3), Dasselbe gilt natürlich auch für jede 
Farallelfläche. Wenn nun in einem Berich die Bedingung ^2 ^ 1 
erfüllt ist, so kann man eine Parallelfläche im Abstand a, welcher 
in dem betreffenden Bereich die Bedingung > a > erfüllt, con- 
stmieren. Diese Fläche hat negative Krümmung, und wir erhalten 
also ein Flächenstück negativer Krümmung, dessen sphärisches Bild 
einen grössten Ereis enthält, was nach § 2 unmöglich ist 

Damit ist der Satz bewiesen. 

3* 
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4. Es folgt iioi'h ilaraus der weitere Satz: 

Elfi Ovalold hdf »/i)(d>'stms zwd ISahelpunMe^ tmd wPiw rs 
nur zwei Nahdpmkte hat, so sind die Tangentialebenen in Urnen 
parallel. 

Bestände nämlich dieser Satz nicht, sondern hätte die Fläche 
nur zwei Nabelpimkte derart , dass die sphärischen Bilder der- 
selben nicht entgegengesetzte Pole der Kugel sind, so könnte 
man um die Nabelpunkte ein einfach zusammenhängendes Gebiet 
abgrenzen, derart dass das sphärische Bild des übrigen Teiles 
der Fläche, welcher frei von Nabelpunkten ist, einen grössten 
Kreis enthielte. Man käme also anf den in § 2 anseinandei^ 
gesetzten Widerspruch. 

Beispiele von solcben Flächen mit nur zwei Nabelpunkten 
9ind die geschlossenen Rotationsflächen positiver KrOnmmng, 
welche in der That zwei Nabelpunkte mit parallelen Tangential- 
ebenen besitzen, nämlich die Pmikte, in denen die Fläche von 
der Rotationsachse geschnitten wird. 



Druokfertig erklärt 16. III. mo.] 
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SrrZÜKG VOM 7. HAI 1900. 

Vorträge hielten: 

Herr Hermann CiiEDMeR, o. M. : Die seismischen Erscheinungen im König- 
reich»' Sachsen während der Jahre 1898 und 1899 bis zum Mai 1900. 

Herr Heinrich Bruns, 0. M. : Vorlegung einer Abhandlung von Herrn 
F. Hausdcaff: Zur Theorie der Systeme complexer Zahlen. 

Hermann Credner: Die seismi>!cJimi Erschemungen im König- 
reiche Sachsen wäJirend der Jahre 189S und 1S99 bis zum Mai 1900. 
(Vorgelegt in der Sitzung vom 7. Mai 1900.) 

Die lange Reihe der in dem Zeitraum von 1875 bis 1897 

zu unsei-er Kenntniss gelaugten sächsischen Erdbeben^) fand ihren 
Abschluss durch den Erdbebenschwami im October und Novemlx r 
des letztgenannten Jahres, dessen Hunderte von z. Th. erschreckend 
heftigen Erschütterungen sicli auf eine 37tägige Periode ver- 
theilten und dessen kräftigste Stösse sich vom Vogtlande aus 
weit über dasselbe hinaus bis in das Erzgebirge, den Kaiserwald, 
das Tepler Hochland und das Fichtelgebirge fortpflanzten. 

Seit diesem für Centraieuropa abnormen seismischen Er- 
eignisse hat sich in dem sächsisch -böhmischen Schütter f^ebiete 
wenigstens makroseismisch ein Zustand gröfserer Ruhe eingestellt. 
Wenn auch heute über 13 Erderschütterungen berichtet werden 
kann, welche sieh seit Beginn des Jahres 1898 bis zum Januar 
igoo innerhalb der Grenzen Sachsens abgespielt haben, so be- 
sasseu doch dieselben aosnahmslos eine nur loeale Ausdehnung 
und meist nur einen sehr geringen Stärkegrad. Aus diesen 
Qründen wäre die Mehrzahl dieser seismischen Erscheinungen 
wohl kaum zu unserer Kenntniss gelangt, wenn nicht im No- 

1) H. Crednkh. r>ie Häclisisclieii Erdbeben während der Jahre 1889 
bis 1897, insbesondere das sächs.-böhm. Erdbeben vom 24. Oct. bis 
29. Nov. 1897. AbhandL d. math.-phya. Cl. d. Kgl. B&chs. Oes. d. 
Wies. B. XXIV. No. IT. Leipeig 1898. 

lC«t1i.-p1i7i. ClaMa 1900. 4 
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vember des Jahres 1898 ein Netz von BeobacKtungsstationen ge- 
schaffen worden wäre, das sich über ganz ►Sachsen und nament- 
lich dicht über dessen pTelHrgsiand ausbreitet und deren Referenten 
bestrebt gewesen sind, Kunde auch von der geringsten Erd- 
erschütterung zu erlangen und an die Oentralstelle in Leipzig zu 
übermitteln. Mit dieser strafferen Organisation des Erdbeben- 
dienstes , über welche binnen kurzem Bericht erstattet werden 
soll, steht augenscheinlich die Thatsache in eausalem Zusammen- 
hange, dass sich seitdem die j&hrliche Durchschnittszahl der uns 
zur Eenntniss gebrachten Beben yervierfacht hat und dass es 
gerade minimale, früher wohl vemachlissigte Erschütterungen 
sind, die diesen Zuwachs bedingen. 

Die sächsischen Erderschütterangen im Jahre 

1898. 

Am 8. Januar. 

1. Erschütterungen im oberen Vogtlande. 

In dem die Ortschaften Himdsgrüu, Ebei"sbac]i, ()l)('rtricbel 
und l'nfercichlgt tragenden, westlirh der Weissen Elster sich er- 
holieuttou Jicrggeliit lr des oberen Vogtkmdos wurde am 8. Januar 
früh 3 Uhr ein leichter Erdstoss bemerkt, dem gegen 7 Uhr ein 
zweiter folgte (Ref. HeiT 0. Hahtenstein in Ebersbach). Das 
von diesen schwachen Erschütterungen betrotlene Areal besteht 
aus Thonschiefem und contactmetamorphen Fruchtschiefeni des 
oberen Cambriums, innerhalb deren sich grössere Dislocationen 
nicht bemerklich machen. 

Am 3. Februar. 

2. Erschütterungen im oberen Vogtlande. 

Gegen Mittemacht vom 2. zum 3. Februar wurde in Adorf 
unterirdisches Donnerrollen und in der Frtlhe des 3. Februar h. 2 
und h. 2.45 je eine schwache Erderschütterung wahi^enommen 
(Vogtländischer Anzeiger). 

Am 14. nnd 15. Oecesiber. 
3. Beben im oberen Vogtlande. 
Nachdem bereits am Nachmittage des 14. December in 
Unterwürschnitz ein leichter Erdstoss verspürt worden war, macht 
sidi Abends h. 6.27 in Adorf, Unterwttrschnitz und Oelsnitz eine 
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weUenföimig sckwankende ErderBchftttenmg bemerküch, die melirere 
Secunden andauert. In derselben Nacht und sswar h. 1.25 er- 
folgen in Adorf 4 Stösse kurz naeh einander, die stark genug 
sind, Schlafende zu erwecken und die mit unierirdisehenL Donner- 
rollen verknüpft sind (Bef Herr Ad. Kaiseb in Adorf und Herr 
£. Schmidt in Oelsnitz). 

Adorf, Unierwürschnitz und Oelsnitz liegen auf einer SO-NW- 
Linie von 11 km Länge, an den Gehängen des hier aufiföllig 
geradlinig verlaufenden Elsterthales. Dieses durchschneidet von 
SO nach NW zunächst die regelmässig nach NW fallenden Schiefer- 
COmplexe der Phyllitformation und des Cambriuras, um dann bei 
Oelsnitz in das von Verwerfiingeu zorrütteto, tektouisch höchst 
complicirte Gebiet des Siiiu'S und Uevons einzutreten. 

Am 31. December. 
4. !Eh*dbeben im oberen Vogtlande. 

Die bereits durch dio seismischeu Ereignisse der Vorjahi'c 
als chronisches Schüttergebiet gekennzeidmete Gegend von Bram- 
bach erleidet am 31. December früh h. 2.10 eine ziemlich heftige 
wollentormige Erschüttening, die mit grleichzeitigera unterirdischem 
Kollern verbunden und von einem mehrere Öecunden andauernden 
Erzitteni des Erdbodens gefolgt ist. Die Erbebung macht Fenster 
klirren und Schlafende erwachen und äussert sich innerhalb einer 
sich in nordsüdlichcr Hichtung von Bohrbach ü})er Brambach nach 
Schönherg erstreckenden, schmalen, etwa 15 km langen Zone, die 
schon wiederholt der Schauplatz localer Erschütterungen gewesen 
ist (Bef. Herr Benz in Brambach und Herr Werner in Schön- 
herg). 

1899. 

Am 12. und 15. Januar. 
5. Srsittemikgen im Yoirtlaiide. 

In Markneukirchen wird am 12. Januar Ahends h. 5 ein 
einmaliges, — h. 8 ein dreimaliges, — h. 10 wiederum ein ein- 
maliges, mit leicht zitternder Bewegung yerknüpftes unterirdisdies 
Bollen hemerkt Herr Mechaniker Schbbffig beohachtet, wie im 
Anschluss an das aus der Tiefe kommende Gea^usch die auf 
seinem Tische stehende Magnetnadel in Schwankungen ger&th und 
erst naeh 5 Minuten wieder zur Buhe gelangt. Die nehmliche 
Erscheinung wiederholte sich am 15. Januar vormittags h* 10. 

4* 
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Es ist ZU «rwarten, dass sich ähnliche seismische Erschei- 
nungen auf einem grösseren Gebiete des Vogtlandes abgespielt 
haben, aber hier bei dem minimalen Stärkegrade der Erschütte- 
rungen nicht aufgefallen sind. 

Am 85. Janiar. 

6. Brdersohfttteniiiff in Adorf im YogUancle. 

Von yeisehiedenen Bewohnern der Stadt Adorf wird in der 

Nacht vom 24. zum 25. Januar früh gegen 2 Uhr ©in Beben 

verspürt, welches sich aus 3 rasch auf einander folgenden Stössen 
mit unterirdischeiu Köllen zus;uiiniensetzt und die Fensterscheiben 
erklirren macht (lief. Herr Ad. Kaiser in AdorfJ. 

Am 1. März. 

7. Erdstoss in Flauen im Vogtlande. 

In Plauen erfolgt am i. März Abends h ^).io ein ziemlich 
heftiger Erdstoss, welcher Möbel und Wirtlischai'tsgeräth in Be- 
wegung versetzt (Bef. Herr £. Weise in Planen). 

Am 16. AngDst. 

8. ErdfltOsfle in Neustadt Btolpen. 

In Neustadt werden von mehreren Einwohnern am 16. August 
früh h. 2 zwei von aus der Tiefe kommendem Bonnergepolter 
eingeleitete, mit einem Zeitzwischenraume von 7 bis 8 Secunden 

auf einander folgende Erdstösse verspürt, durch welche Einzelne 
aus dem Schlaff erweckt werden (lief. Hen* Wolff in Pirna 
und Herr Sciikibnkr in Neustadt). 

Die Stadt liegt, auf dem dem Lausit/er Granit aufgelagerten 
Diluvium. Tektonische Störungen sind in dem doi-tigen Grund- 
gebirge nicht nachweiabar. 

Am 4. November. 

9. Erdbeben in Flauen im Vogtlande. 

Am 4. November früh h. 3 wurde in Plauen ein donner* 
artiges Kolion v^^rnonmien, welches aus NW zu kommen schien, 
rasch und stark anschwoll, um sich dann wieder zu verlieren. 
Mit demselben war ein heftiges Erzittern verbunden, dem ein 
weUenfönnig verlaufender kräftigerer Stoss folgte (Bef. Herr 
E. Weise in Plauen). 
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Am 27. and 28. November. 
10. Xrdbeben im oberen Yogtlaade. 

Die chronisdie Schfttterzone Brambach-Scliönberg wird am 

27. November früh b. 12.15 und b, 5.20 dnrcb je eine, am 

28. KoTember Kachmittags h. 5 yon 2 rasch auf einander folgen- 
den, etwas stSriceren Erbebnngen betroffen. Die seismische Be- 
wegung offenbart sieb in Form ziemlich kr&fKger wellenförmiger 
Stösse in der HimmRlsrichtunfr SO-NW mit gleichzpiti^em iintor- 
irdischem Hasseln nn<i gefolgt von bis 5 Secuiideu andau*'rn<l»"r 
Erzitteruug des Erdbodens. In Brambach klirren in (lebüuden 
leichterer Bauart die Fenster, in Schönberg gerat heu >f<))>p] nnd 
Betten in's Schwanken, Fenster und Küchen gpräthe klappern (Bei". 
Herr }iEsz in Brambach und Herr Werker in 8chönberg). 

Am IG. December. 
IL Beben im oberen Vog^tlande. 

Wiedenim in Sehönbrrg erfolgten am 16. December früh 
h. 2.5 und Abends b. 7 jedesmal 2 von dumpfem Donnerrollen 
begleitete ErschÜttenmgen, stark genug, nm geöffiiete Thtlren in 
Bewegung zu setzen (Bef. Herr Webkisb in Scbdnberg). 

1900. 

Am 9. Januar« 
IS. BrcbMeso Im oberen Vogtlaado. 

Yon Neuem Yolbdehen sich in Brambach und dessen Nachbar- 
orten Schnecken, Meissen, Rohrbach tmd Oberbrambach seismische 

Vorgänge, durch welche die genannten Ort<^ am 9. Januar früh 
h. i?,i5, — h. 1.30. — h. 3.5 und h. 3.45 durch ziemlich 
kräftige Stösse erschütteil werden (Ref. Herr Uesz iu Brambach). 

Am 17. Januar. 
18. ErdatÖBse im oberen Vogtlande. 

1^ rrits am 17. Jannai- iiusseni sich abermals in Brambach 
und seiner Umgebung leichte Erdst()ssc und zwar früh h. 4, 
Mittags h. 12 und h. 12.30, — Nachmittags h. 3.30 und Abends 
b. 9 (Bef. Herr Benz in Brambach). 



Die an meine auf Seite 37 citirte Beschreibung der „säch- 
sUchen Erdbeben wftbrend der Jahre 1889 bis 1897*^ angeknüpften 



42 Hkkm. Ckkukkä: Die .<^ki8m. Eksch. im Kümigu. Sachsen liöü8 — 1900. 

seismogenetisclieii Erözienmgen Uber die in dem 22jährigen Zeit- 
absdmitfce yon 1875 bis 1897 innerhalb Sachsens beobachteten 
Erdersehütterongen haben zur Feststellung folgender Thaisachen 

geführt: 

1. Von den in diesem Zeiträume registrirten 38 Beben con- 
ccLitriren sich nicht weniger als 22 und nnter diesen die inten- 
sivsten Erschütterungen auf das Vogtland, während sich die 
übrigen 16 über die verschiedensten anderen fJebiete des König- 
reiches vertheilen. Das Vogtland stellt also ein chroni- 
sches Schüttergebiet vor (l. e. S. 391). 

2. Von diesen 38 sächsischen Erdbeben fallen 2() und unter 
denselben von den 22 vogtländischcn Beben nicht weniger als 16 
in die herbstlich-winterliche Zeit von Mitte Scptcndier bis 
Anfang ^färz und zwar gehören diesem Zeitabschnitte zugleich 
die kräftigsten Erschütterungen an (1. c. S. 393). 

3. Jene 38 sächsischen Erdbeben haben sich mit wenig Aus- 
nahmen in dem nächtlichen Tagesabschnitt zwischen 8 Uhr 
Abends imd 8 Uhr Morgens, vorzugsweise aber in den Stunden 
nach Mitternacht ereignet (1. c. S. 394). 

Eine Bestritigung ündet diese anseheinende Gesetzmässigkeit 
der seismischen Vorgänge innerhalb Sachsens durch die Thatsacho, 
dass auch die nach Erziel ung der obigen Sätze, also die seit 
Abschluss des Jahres 1897 bis zum Mai 1900 beobachteten 
13 Erdbeben genau den nehmlichen räumlichen und zeitlichen 
Beschränkungen unterworfen sind, wie diejenigen der Vorjahre: 

f) Ton diesen 13 Erderschütterungen Snsserien sich nicht 
weniger als 19 im Vogtlande und nur eine einzige (No. 8) 
ausserhalb desselben; 

2) diese 12 vogÜändischen Beben fallen ausnahmslos in 
den winterlichen Zeitabschnitt, ndmilich in die Monate 
December bis März, nur die einzige, unbedeutende ausseiYOgt- 
ländische Erschütterung No. 8 ereignete sich im August; 

3) die bei weitem meisten der 41 makroseismischen Einzel- 
stösse obiger 13 Beben, nehmlich 2g gehören dem nächtlichen 
Tagesabschnitte und zwar wesentlich den Standen nach Mitter- 
nacht an. 

Die letz^*ährigen Erfahrungen auf dem Gebiete sächsischer 
Seismologie stehen sonach in vollstem Einklang mit denjenigen 
der Torheorgegangenen 22 Jahre. 

nmdkfertig «rkUxt IB. Y. 1900.] 
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F. HanBdoiff: Zur Theorie der Systeme eomplesßer Zählen. 
(Vorgelegt durch Herrn H. Bruns, o. M., in der Sitzung vom 
7. Mai 1900.) 

Im Folgenden soll eine, soyiel mir bekannt, nocH niclit be- 
merkte Figenschaft der Systeme complezer Zahlen auseinander- 
gesetzt werden, darin bestehend, dass jeder Typus eines solchen 
Systems zu einer gewissen Gruppe linearer Bubstitntionen und 

damit 7ai einem ganz bestimmten neuen System coniplexer Zahlen, 

dem „Indexsystem" des erstgeuaunten, Anlass giebt. Besass das 
gegebene System )i unabhängige Einheiten, so liegt die Zahl der 
Einheiten des Indexsystems zwischtMi n und ??" und kann beide 
Extreme erreiehen; die untere Grenze n characterisirt die conunu- 
tatiTen, die obere die „ursprünglichen" Zahlensysteme. 

Es seien ^'^^2 • • • ^« Einheiten (^d. h. n linear unaMunigig 
gewählte Zahlen) eines eomplexen Zahlensystems. Irgendweiche 
andere Zahlen des Systems werden wir in der Form 

^1^1 + h^i H h ^nßn = V^^e. , 

a =B tf^ei + a^e^ H 1- «»g«— 

i 

sdireiben; die Componenten a, sind reelle oder gewöhnlich 
complexe Zahlen.^) Wir machen die ftbliohen Yoraussetsungen: 
die Addition ist oonmmtatiT und associatiy, die Mult^lioation 
ist der Addition gegenflber distributiy, ISsst Termöge der Multi- 
plicationsregeln 

(1) aCk =^yikmem *i w 1, 2, . . . n) 



m 



i) Lateinisehe Buchstaben (abgesehen von den Indices und ganzen 

Zahlen wie »\ k, w, p) sollen also die höheren complexen Zahlen des 
SjstemH, griechische Buchstaben durchweg redle oder gewöhnlich 
complexe Grössen bedeuten. 
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aus zwei Grössen des Systems als Frodnct wiederum eine Grösse 

des Systems hervorgehen, und befolgt das associatiye Gesetz 
(ab)c == a(6c), das bekanntlich zu den Relationen 

Dt m 

zwischen den Multiplicationscoefficieuten y^^m führt. Das coni- 
mutafirc Gcsciz wird nicht v</niu.'^grscfzf . also yn-^^ =^ zu- 
gelassen. Dagegen soll iui Allgeineineu 'D/risinn möglich sein 
(womit die „ausgearteten" Systeme ausgeschlossen sind^; rliese 
Forderung, die zum Nichtversch winden gewisser Determinanten 
fährt, ist identisch mit der, das« es im System eine Hav^t&nheit 
(Zahl Eins), d. h. eine Zahl 

(3) « ^y!^i^i 

gebe, die für beliebiges x den Bedingungen 

ex = xe = X 

genügt 

Wir denken uns eine yariable GrOsse x des Systems vom 
und hinten mit constanten Zahlen a, h des Systems multiplicirt, 
so dass der Ausdruck axb entsteht. Wir nennen y eine ganze 
homogene Function erster Ordnung oder eine lineare homogene 
FtmcHon (1. h. F.) von x^ wenn sich y als Aggregat solcher Aus- 
drücke axb^ also in der Form 

y=^0ixbi 

i 

darstellen Ifisst Ersetzt man die complezen Constanten a, h 
durch ihre Ausdrücke in den Einheiten ei^, . . e«, so folgt, dass 
eine 1. h. F. von x als lineare Verbindung (mit gewöhnliehen 
Zahlencoefficienten an^ der Grüssen Cixet^ also in der Form 

(4) y ^^aikBixejt ft»-i,s,...«) 

ik 

geschrieben werden kann, wobei die atk als constant, d. h. yon 
den Gomponenten ^« der Variablen x unabl^ngig anzusehen sind. 
Die wesentliche Frage ist nun, wieviele von den n* Grössen 

PiXet linear unahhängif) sind. Hier ist aber ein Unterschied zu 
inacheir. einerseits sind natüi-lich diese u' Grössen allesamt lineare 
Verbindungen von . und man erhält durch deren Elimi- 
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nation n — n lineare homogene Delationen zwischen ihnen, Rela- 
tionen jedoch, deren Coefficienten von den Coniponenten $1^3 . • 
abhängen. In diesem Sinne also wären die genannten Aus- 
drücke sicher nicht linear unablmngig. Andererseits können aber 
auch zwischen deu fiXCk linear homogene Relationen bestehen, in 
denen die nicht vorkoninien, deren C<i* itirn'nten also dem be- 
trachteten System ei^u;enthümliche reine Zahlen sind. Solche iden- 
tisch, d. h. für beliebiges x gültige Belatiouen von der Form 

(5) ^tfi*OÄ^'* = 0, 

ik 

in denen die 0,-^ nicht von Ijlg -- 5« abhängen, sollen gemeint sein, 
wenn wir von der linearen Abhängigkeit oder Unabhängigkeit 
der Grössen CiXCn- sprechen. In diesem Sinne mögen sich p von 
den Grössen PiXe^ (oder ;) lineare Verbindungen derselben) als 
linear unahhiuK/iff^ d. h durch keine von deu §, freie Relation 
mehr verknüpft erweisen; sodass also zwischen den CiXPk gerade 
— 2) Identitäten von der Form ( v) bestehen. Diese dem Sy- 
stem 0\(^i ' . Ott) eigeuthüuüiche Zahl p heisse der Itidex des 
Systems. 

Es bedarf kaum der Bemerkung, dass ein Uebergang durch 
lineare Substitution von den Einheiten fjTg . . ^„ zu irgendwelchen 
anderen die Zahl p nicht alterirt, dass der Index also dem 
„Typus'* nicht der individaellen Gestalt des Zahlensystems 
eigenthümlich ist 

Der Index p liegt zwischen n und n^. Kleiner als n kann 
er offenbar nicht sein, da man von den Frössen Cixe^ sicher 
n unabhängige Verhuidiingen, ef^a 

e^Xf . . . e«» (ciX ^k^iXet nach (3)^ 

k 

ai^eben kann; zwischen diesen nämlich besteht gewiss keine von 
. . In nnabhängige lineare Relation, da sonst (für x=e) zwischen 
den e^ej . . e» selber ein^ bestehen müsste. Die d sind aber als 
unabhängig Toransgesetzt, und nur diejenige Grösse des Systems 
ist Null, deren sBmtÜche Componenten Null sind. — Wohl aber 
kann p sein; und zwar ist dies bei oommutaiiTen Systemen 
und nur bei diesen der Fall. Wir beweisen zuerst, dass Üat p — n 

I ' Vgl. Study'r Referat I A 4. in der Encyklopädie der mathe- 
maÜBcheu Wissenschaften, S. 163. 
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das System dn commutatives ist. Kach dem eben Gesagten 
müssen sich in diesem falle alle Grössen eiXtk als lineare 
Yerbindungen der n Grössen i\x^ e^Xy . . . e^x darstellen lassen, 

(6) ^«e*«^^f»m^«, 

WO die ^ YOn . . 1» tinabb&igig sind. Aus diesen für beliebiges 
X gOlügen Identitäten erh&lt man dnrcb die Substitation 



(7) etet^^^iki 



m 



die 9ikm sind also mit den Multiplicationscoeffioienten ftkm der 
Formel (i) ideniisefa. Aus (6) und (7) folgt aber 

femer, wenn man diese Gleichungen mit multiplicirt und nach 
i summirt, 

xe^ 

und daraus för beliebige x, y das oommutatiTe Gesetz xy — yx. 
— Dass umgekehrt bei oommutativen Systemen der Index p^n 

ist, bedarf keiner weiteren Ausführung. 

Dass der Index die obere Grenze ;) = ebenfalls wirklich 
erreichen kann, lehi-t der folgende I'all, der übrigens, wie sieh 
herausstellen wird, der einzige ist. Wii- l)etrachten das aus der 
Theorie der bilinearen Fennen und linearen Substitutionen be- 
kannte System mit einer <)iiadratischeii Zahl von Panheiten 
(« = wr), die wir dementsprechend mit Doppelindiees (r/^.) ver- 
sehen und deren Multiplicatiousregelu sich auf die Form bringen 
lassen 

Die Multiplicatiou in diesem System 

c « «6 

oder 

^Yneti = ^ ccikei ßhiCki =^ «tkßkt^i 

il ik kl iki 

liefert zwischen den Gomponenten a, /i, y dieselben Relationen 

ya — a«p*i » 
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die man erhält, wenn man zwei lineare Substitutionen 
ijt*=^a«lf und ^^^ßkink 

i k 

* 

naohemander aiufOhrt und die resultirende Substitution 

■? 

berechnet. — Die Haupteinheit (Zahl Kins) des Systems (8) 
ist duroh 



e + ^tt^ h ««« 

i 

Um zu zeigen, dass in einem solchen f^ilinearsystem'* (8) 
wirklich der Index ^ » ist, gehen wir noch einen 

Augenblick auf die gewöhnliche Form eines Systems mit ein- 
fachen Indices zurück. Man hat 



(9) etxejt^^h^ei 



ehek 



und durch Entwickelung der dreifachen Producte findet man 
BiXek als lineare Verbindung der Grössen t«^i mit reinen 
Zahlencoeffidenten. Sobald sich daher diese Gleichungen nach 
den Grössen Ia«^ auflösen lassen, sind die n' Ausdrücke CiXek 
sicher linesf unabhängig. Es ergiebt sich in diesem Falle weiter, 
dass jede der n* Grössen l^i^i eine 1. h. F. von x ist, und dass 
y immer dann 1. h. F. von x ist, wenn seine Componenten iji mit 
den Ia .durch eine homogene lineare Substitution mit n* beHebigen 
Goeffidenten zusammenMngen. 

Tm Biünearsystem (8) hat man nun, wenn x = '^^ iik^ik 
= ^|pg<^t gesetzt wird: 

womit in der That die vorhin erwähnte Auflösung ausgeführt ist. 

Das niedrigste Bilinearsystem (8) (abgesehen vom Falle 
m =3 1, der auf die gewöhnlichen Zahlen führt) ist das für 
m =s 2, n « 4 xesnltixende, das bekanntlich durch eine gewöhn- 
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lieh complexe Suhstitution in die ^amiltov* sehen Qttafemümen 

übergeht. Versteht man unter y— - 1 die gewöhnliche imaginäre 
Einheit und setzt 

^ ~ "1" ^22 

^jjj ♦ (^12 + ^2l) 

% — % » 

so wird c die Zahl Eins des Systems, während für die neuen 
Einheiten i, j, k die Multiplicationsregeln 







jj =^ — 


— ih 


&A; =« — c , V 





gelten. In diesem Quaiemionensystein, dessen Index jp 16, 
muss also, wenn 

(13) = + ^1 ' + kJ + 

gesetzt wird, jedes der 16 Producte der 4 Componenten mit den 
4 Einheiten sich als 1. h. F. der Quatemion x darstellen lassen. 
In der That findet man 

X — ixi — jxj — Icxk , 
X — ixi + jxj + kxk , 
« + toji — jxj + kxk , 
X + ixi + j^.i — kxk 

woraus sich die übrigen Producte durch einfache .Multiplicationen 
mit i, j^ k ergehen. Eine Quatemion y ist L h. F. von .r, wenn 
die r]Qt]i7j^ri^ durch beliebige lineare homogene Suhstitution ans 
den Ijjlilglg hervorgehen. — Das Gleiche gilt von den Peibcb- 
SYLVESTBR^schen „Nonionen**, dem nächsthöheren (m « 3^ Bilineaiv 
System YOn der Form (8) mit nenn Einheiten. 

Den BeweiSi dass nur die Systeme (8^ den Lidex p^f?^ 
besitzen, fOhren wir auf einem Umwege unter Anlehnung an die 
Dissertation Ton Th. Molibn.^) Molien nennt das System 
(ei«a . . . ej.) ein hefimknäes System des vorgelegten Systems 

I) Molien, üeber Systeme höherer complezer Zahlen, Dorpat 
1892 und Math. Ann. 41, S. 83. 
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^x<k • • • «r€r+i wenn alle Prodncte der . . er unter- 

emander nur wieder von . . abhängen, simtliclie anderen 
Pkodncte erlitt ^ CiCr^ki fr+.fV-f* dagegen nur von ^+ier+f '^n. 
Die Form, in der die begleitenden Systeme eines gegebenen Sy- 

stems hervortreten, ist eventuell durch lineare homogene Snbsti- 
foition der Einheiten herzustellen. Ein System, das kein kleineres 
begleitendes System hat als sich selbst, heisst ursj>mn<fiichj und 
M«>LiEN beweist, dass die Hilinearsystemo (8) und nur diese 
ursprünglich sind. Wir zeigen nun, dass in einem nichtar- 
sprüüglichen System der Index p sicher >< n" ist, dass sich 
nämlich aus den Gleichungen (9), deren rechte Seiten nach den 
Multiplication«formeln als lineare Verbindungen der Grössen 
darzustellen sind, diese Grössen eliminiren lassen. Es sei 
{ei€i . . . Cr) ein begleitendes System des gegebenen. Nach der 
Definition des begleitenden Systems hSngen diejenigen — 
dnote Cixet, in denen i oder k oder beide > r sind, nur von den 
n — r Einbeiten er^i . . . ^ ab, sind also lineare Verbindungen der 
fi(ii — r) Grossen h^+t i • • * tn^r+n C**"^* ^ — «)• IHircb Elimi- 
nation der letzteren entsteben also mindestens 

identiscbe Relationen zwischen den CiXet^ und der Index p kann 
also bdcbstens den Werth n* — r(n — r) <«■ erreichen. 

Es folgt somit, dass in den nicbtursprüuglichen Systemen 
j?<t»* ist; in den ursprüngliehen, die sich ja auf die Form (8) 

briugeu lassen, ist p — n^, uiul dieser grösste Werth des Index 
wird also in den Bilinearsystemeii und nur in diesen en*eicht. 
Für die Systeme mit drei und vier Einheiten sind im Folgenden 
die Indices fireceben: die erste Zeile bezieht sich auf die Zu- 
sammenstellung bei Scheffers die zweite auf die in dem schon 
citirten STUDY'schen lief erat, 8. 167. 

SCBEPPERS: m, ra^ ITIj ] \\\ IVg TV3 IV, IV, IVg IV, IV, IV, IV,„ 



Study: I II III 
J9: 3 5 3 



I 11 UI IV V IX VIIVllI X VI 
4664478 64 16. 



Die Systeme jr; = 3, resp. p — 4 sind roininutativ; das 
zuletzt aufgeführte ist das System der Quaternioueu. Um ein 



i) Scheffers, Zurückführuiig complexer Zahleuaysteme auf typische 
Formen, Leipzig 1891 und Math. Ann. 39, S. 353. 
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Beispiel zu geben, stellen wir ftlr das eine nichtconunutatiTe 
System in drei Einheiten (Scbbffbbs lüg), dessen Mnltiplications- 
regeln in der üblichen Tableauform (etCk steht in der f ten Zeile, 
hieiL Spalte) dnrdi die linke Matrix gegeben sind, rechts daneben 
in derselben Anordnung die Matrix der GrSssen CiXet. 





0 0 e, 




(•5) 


0 






0 0 




Es treten also nur 5 von 


oder es bestehen 4 Relationen 




'3 "^^2 



0 

ü 



0 



0 



dvn 9 
zwischen 



Frodncten 
den CiXCkf 



Ihei auf, 
nämlich 



In einem System, dessen Indpx=j9, giebt es p und nicht 
mehr linear unabhängige 1. h. Y. von x\ es möpen x^x^ . . . Xp p 
solche Functionen bedeuten, die im üebrigen willkürlich gewählt 
werden können — x selbst kann, muss aber nicht, sich unter 
ihnen beiinden. Jede andere 1. h. F. von X drückt sich dann, 
statt in der Form (4), als lineare Verbindung der ov niit be- 
sHmmtm Goeffidenten Ir 



(16) 



» — ^«i + H H ^*r~2 



aus, während die Darstellung (4), wegen der SKwischen den etXek 
herrschenden Identitäten, eine unbestininite war. Trennt man 
die Gleichung (4) oder (16) nach den Componenten, so erhält 
man i^ii}, ... ij» als linear homogene Functionen von . • |« mit 
Ooefficienten, die yon X^X^^.Xp abhftngen. Giebt man diesen 
p Constanten alle möglichen Werthe, so entsteht eine Gruppe 
yon <x>P linearen homogenen Substitutionen in n Ver&nderlichen, 
eine Untergruppe d«: allgemeinen linearen homogenen Gruppe 



('7) 



9 =^9{khek oder 

ik 



mit wiUkQrlichen Parametem Qik imd demgemftss cso"'" Sub- 
stitutionen. Nur im Fall ur^prikiglidier Systeme ist die Gruppe 
(16) mit der allgemeinen Gruppe (17) selbst identisch. Die 
Gruppeneigenschaft der Substitution (16) beruht auf dem ein- 
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fitehen Ümrtaiide, daM eme L h. F. von p auch 1. h. F. von x 
isty sobald y 1. h. F. yon j( iai 

Die Farametergruppe der Gruppe (i6), oder die Art und 
Weise, wie die Parameter 1^, ^« zweier Substitutionen die Para- 
meter vt der resultireuden Substitution or/eug» !!, führt nun auf 
ein iiouo.s complexes Zahlensystem in j> Kinheiten, das ich das 
Index:>l/sttin des gegebenen (fif\,- ■ ''«j nenne. Zuniichst sei daran 
erinnert, dass die Operationen j».der Gruppe das assoridfirr (Jcsetz 
befolgen, dass also für drei Operationen /?, .S', V <lif lie/iehnnij 
(BS)V = B(SV) gilt. Wir wollen nun unt. r 7.', .S, V die drei 
der Gruppe angebürigen Substitutionen verstehen, deren rechte 
Seiten in der Form (i6) die speciellen Warthe jr^, Xg, baben 
(r, *, p = ...j»). Unter US ist also diejenige Operation zu W- 
steben, die sich ergiebt, wenn Xa nicht auf rr, sondern an! Xr ans- 
gefibt wird, oder nm es aosfObrlich zu schreiben: wenn 

fl^ = ^ kkr eiX cjk === ^ «*< r fi* , 

>A AI 

SO ist als Besultat der zusammengesetzten Operation MS der 
Ausdruck 



anzusehen, der natürlich von .r,,. iResuHai von SU) verschieden 
ist. Andererseits ist 'v, wiederum I. h. V. von a', niuss sicli also 
als lineare Verbindung von x^x^ . . . Xp mit reinen Zabiencoeiti- 
cienten dr#« 

(l8) Xr9~^6rstX$ (r,*,l=»l,S»..j») 

f 

darstellen. Wenden wir hierauf die Operation V an, so kommt 

Kach dem aBsodativen Gesetz soll aber dasselbe Ürgebniss 
sich einstellen, wenn man auf Xr die Operation SV oder die 
Substitution 

Xg0^^^St9tXt 
t 

ausübt; das giebt 

t tu 
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Die Vergleichung der beiden Formeln für Xrsv liefert zwischen 
den Goeäioieiiten ör$t der Gleichung (i8) die Identitäten 

(19) ^^r»tSt9u=^^$9t^rtUi (r,*,/,u,* = l,2,...p) 

t t 

die genau den Relationen (2) nachgebildet sind. Nehmen wir 
daher in einem complezen System mit p Einheiten fxff * fp die 
Multiplicationsregeln 

(20) f^f^^^i^^fff (r,*.«-l.«,...p) 

an, 80 genügt diese Mnltiplication dem asflodatlTen Geseti, nnd 
das System (20) besitst eine Zahl Eims, ist also kein ^^ansgeorteftes^. 
Diese Zahl Eins erhält man in der Form 

r 

wenn man die Grösse x selbst als lineare Yerbindong der 

(22) X ^^qfriXr 

r 

ermittelt hat. 

Mit Hülfe des Tnäfrfi^ffsfpmf^ (20) stellt sieh die Zusammen- 
setzung zweier Substitutionen der Gruppe (i6) als einfache 
MuUiplkation dar. Wir üben hintereinander die Substitutionen 

. . ^) und (f4f4 * • • f*i») aus; d. h. wir machoi 



y 



r 



rat ' t 



Für die resultirende Substitution *-»Vp) eigiebt si<^ also 



Dieselbe biUneare ZiLsammensetzung der Parameter wird aber 
erhalten, wenn wir im System (20) die drei Zahlen 

r 
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^ =^ f*«/i= + H H ^fp 

* 

^ ^ y^Vjft^ Vlfl + Vifi-] 1- Vpfp 

t 

in die Productbeziehung 

(24j LM ^ N 

seteen; sodass die Formel (24) die Parametergruppe der Gmppe 
(16) darstellt^) Die Gmppe (16) ist gleidi susammengeBetzt 
mit der Gruppe Ton 00^ Snbstitulaotien in p Teribiderlichen 

wobei X, Y ebenfalls Zahlen dee Systems {f^f^. . fp) bedeuten. 

Wie sich in den beiden Grenzfällen p — n und p = 

(commutatives und ursprüngliches System) das Indexsystein ge- 
staltet, ist einfach zu sehen. Im commutativen System können 
als n linear unabhängige Functionen von x die n Grossen 

gewählt werden. Dann wird 

( i 

die Multiplicationsfactoren örst der Formel (18) stimmen also mit 

den yr,t übereiu, oder das conimufafire Sifstetn ist srhi eigenes 
Jndcx^ijsiem. — Im ursprünglichen oder Bilinears^'stem ferner 
können die Grössen CiXCjtj beciuemer noch die rr Grössen 
als unabhänn-ige 1. h. F. von x gewählt werden. Schreiben 
wir dementsprechend mit Doppelindices (die also hier eine andere 
Bedeutung haben als in (i^)) 

s<«*"= 

so wird die zu (18) analoge ZusammensetBung dieser Operationen 
die folgende 



i) Man erkennt hier ssagleicb die Bedingung daffir, dass die 
Gleichung (16) nach x auflösbar, also auch x 1. h. F. yon y sei: X darf 
im System (20) kein ,,Theiler der Null" sein. 

If «tb.>p1i]r«. ClMM 1900. 6 
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wobei — 0 fiü- h =(= l-^ während 6/,^ == 1- Bio entsprechen- 
den Multiplicationsregeln (20) lauten also 

fik' fkt— ^hkfil 1=1, S,...«) 

und definiren demnach ein Bilinearsystem in Einheiten. Das 

Indexsystem eines ursprünglichen Systems (das bereits selber ein 
Bilinearsystom mit n = }tr Kinheittm ist) ist also wiederum ein 
Bilinearsystem in p = = Einheiten. 

Eine etwas andere Gestalt erhält das ludexsysteui eines 
ursprünglichen Systems, wenn wir die Grössen CiXe^ als un- 
abhängige 1. h. F. von X zu Grunde legen. Man schreibe die 
lineare Substitution (4) 

in der Form 

i 

SO dass die n complezen Zahlen o,- mit ihren Componenten 
«/*» wo 

k 

die Snbstitntion characterisiren. Führt man eine zweite Sub- 
stitution 60 ■ ■ OnJ aus, so kommt 

k ik ikm 

sodass für die Parameter (oiC^ . . Cn) der resultirenden Snbstitation 

sich ergiebt 

Cm^^YkimOih- 

Dies kann in Gestalt der Multiplicationsformel 

C^ÄB 

geschrieben werden, wo 

A =^aici 

i 

eine neue complexe Zahl bedeutet; die Einheiten e[c'> . . . c'n sollen 
dabei mit den ursprünglichen CiCi,. commutativ und den 
Multiplicaüonsi'ormelu 
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m 

unterworfen sein, stellen also das zu ci . . „reciproke" Zahlen- 
system dar. Die complexen Zahlen 

i <k 

sind die Zahlen des Indezsystems, dessen Einheiten hier als 
Prodncte eick der Einheiten des gegehenen nnd des dazu reci- 
proken Zahlensystems fignnren: das Ihdez^stem seihst ist, wie 
man sagt, das Produet des gegebenen SSahlensystems mit dem 
dazu reeiproken (oder auch mit sich selbst).^) 

Um auch för den Fall, dass das System weder commutativ 
noch ursprünglich ist, die Herleitimg des Indexsystems an einem 
Beispiel zu zeigeu, betrachtcu wii' das System mit drei Einheiten, 
dessen Miiltiplicaüoustafel das linke Tableau (15) ist. Wie das 
rechte J'ableaii zeigt, existireu nur 5 unabhängige 1. h. F. von o?, 
als weiche wir 

wählen können. Nun sind nach (18) die zu bilden; beispiels- 
weise: 

dx cia\ 

Das linke TabU au giebt in der iten Zeile, Aten Spalte den 
Werth von .r,^; das lecbte, bis auf flie VertausclHing von x,. mit 
fr eine genaue l'opie des linken, liefert au der entsprechenden 
Stelle den Werth von /j/j. 



(26) 



0 

0 
0 

% 

0 



0 

0 

0 

0 



0 

0 

0 

0 



0 

0 
0 



•^2 

0 
0 



0 ^öi 



0 

0 
0 

fl 

0 



0 

0 

0 

0 



0 

0 

0 

0 



0 

0 

0 

0 



fl 

0 
0 

/6 



Die Zahl Eins des Systems ist nach (22) (21) zu bilden, 
man hat 

^ =- ^»ii + «4 + «6 » /" === /$ + /i + /k • 

I) lieber Addition \md Multiplitatiou von roniplexen Zahlen- 
systemen vgl. die citirte Habilitationsschritt von Scukffkks, § 4. 



uiyiii^ed by Google 



56 



F. Hausdobff: 



Das complexe Zahlensystem (26) findet sich in der Scueffers- 
schen Liste unter Fg und ist das einzige System in 5 Einheiten, 
das sich als ludexsystem eines nipdrifforon Systems ergebt; nur 
die commutfttiyen Systeme in 5 Einheiten sind ausserdem noch 
Lidexsysieme, nSmlich ihre eigenen. Man sieht, dass unter den 
zahlreichen Typen complezer Zahlensysteme (in 5 Einheiten 
giebt es nach Schbffebs bereits 33) nur sehr wenige den Gha- 
racter yon Indezsystemen besitzen; es wäre interessant, einfache 
Kriterien für diesen Gharacter sa finden. 

Folgende S&tze sind leicht zu beweisen: 

1) Ist das gegebene System rcducibel oder irreducibel, so 
ist zugleich das Indexsystem reducibel oder irreducibel. Zerfallt 
das System i*v in die beiden Systeme E\ K" {E = E' -\- F/'), 
so zerfallt sein Indexsystem F in die Indexsystemo F\ F" der 
V)eiden Theilsysteme {F = F' -\- F") und der Index jp ist die 
bumme der Theilindices p" {p = p' -\- p")- 

Denn sind (e[ - . .) und (ti' ei' . . .) die beiden Theilsysteme, 
so ist jedes Product von der Form a'd" «= 0 , wenn a eine 
Zahl des ersten, Z>" eine Zahl des zweiten Theilsystems be- 
deutet. Für irgend eine Zahl aj flf' + x" des Gesamtsystems 
(ei€^ ... ei e^'...) zerfallen die Grössen eiXejt zunächst in die 
beiden Gruppen 

eiXCk =" eiX Ck und e,- ice* = c,- x 

w&hrend alle yon der Form CiX^ und ei'xeit yersdiwinden. Sind 
also x±xt ... die unabhängigen L h. F. Ton x' im System E\ 
ebenso xl'xi'.*» die yon x" im System E"^ so bilden beide 
Gruppen yereinigt die -|- unabhängigen 1. h. F. yon x im 
System E; imd jede Operation x^' auf ein x^ angewandt, ebenso 
Xr auf xi\ gieht das Resultat ifulL Bas Indexsystem besteht 

also aus p' -\- p" Einheiten f\f^ . f\fi derart, dass . . . 

für sich das Indexsystem vou iJ', f\ f'2 ■ ■ ■ für sieh das Index- 
system von E" bilden, und dass /^/," = Z,"/"^ = 0 , d. h. das 
Indexsystem F ist die Summe der beiden Indextheilsysteme F F" . 
— Hiernach braucht man nur irreducible Systeme auf ihr Index- 
system zu untersuchen. 

2) Ist das System E das Product der beiden Systeme E\ E" 
(E — E' ' F"), so ist sein Indexsystem F das Froduci der ent- 
sprechenden Indexsysteme F\ F" (F = F' • jF"), und sein Index 
das Produot der Theilindices (j? ^p'p")' 
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Aneh diefler Satz ist Im Grunde leicht innzusehen, obwobl 
am wirUieher Beweis einige Schreibarbeit zn erfordern scheint 

Das System E' bestehe aus den n' Einheiten rlc^ sein Index 
sei j/- ebenso seien ei' ei' . . . die h" Eiuhoiten des Systems E" 
mit dem Ind^x Die Indiras an den einfach accentuirten 

Buchstaben (h'r folgenden Entsvn kliing sollon von l bis resp. 

gehen, 'Y\>' an den doppelt accentuirten bis //' rpsp und 
zwar von 1 bis n' in") die IJuchstaben, die im Aiphabet vor h 
kommen, dagegen von 1 bis p'{j>"'^ die Üuchstaben, die im 

Alphabet nach p folgen. Es sei ^^^lei eine Zahl von E'\ 

i 

mi haben dann, nm znm Indexsystem yon E' zn gelangen, p' 
nnabh&ngige L h. F. von x' zn wfthlen, die wir mit 

(27) = ^ «. *r ^ e'k 

bezeichnen wollen. Wendet man auf Xr die Operation a;j an, so 
erhält man 

(28) «V*— ^^r.««l'j 

woraus folgt, dass zwischen den Coustanten ul^r und d,.,t (letztere 

die Multiplicationsooefficienten des Indexsystems fiti ^ ) 

die Beziehungen bei^toheii 

(29) . ^«ikr«ku ™ ^ ir»i «In • 



Demi es ist 



^ de; ' 

kl * i-fc< 



t u 

womit (29 ) bewiesen ist — Die zu (27) (28) (29) analogen 

Formeln gelten für das System E". 

Im System E == E' E'\ das von deu n' )i" Einheiten e,- c'a' 
gebildet wird, lautet die allgemeine complexe Zahl 

(30) « -»^1.*«/ 

ik 

imd jede 1. h. F. von x ist eine lineare Verbindung der w'^n"' 
Grössen 



58 Haüsdobff: 



tri t tt T / 'f f tf * t 

cj xei Cm = ^ih('j Ck Ca Vi 



denn die e/ sind mit den comnmtativ. Setzt man för den 
Aoffenblidc 

80 wird der obige Ausdrack 



V » # » U tt It 



eine 1. b. F. von ^^elzj im System nnd folglich nach (27) 

linear darstellbar durch die p' Ausdrücke (r=i,8,...p'} 

ik 

wShrend ~/ seinerseits im System JE?" L b. F., von J^^. aCa' und 
folglich ans den j»'' QrSssen (•b1^s,...p") 

AI 

linear ableitbar ist. Fasst man beides zusammen, so werden die 
obengenannten n'^n'* Grössen imd überhaupt jede L h. F., von 
X lineare Verbindungen der p'p" Grössen 

ihkl 

Wir müssen mm '/n=;eben, wie sich das liosnltat flor auf 
Xrn ausgeübten Operation Xtu linear durch die x,„ ausdrückt. 
£s wird 

^tu — ^itl^kmi^ju^^j 

klmj 

deide; ^^'^'"("'J '^J ' 

ktmj * ' 
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Ffir die Simunen nach k und l benutzen wir zar ümfomiing 
die Relationen (29), dann wird 

ih'mj9W 

(32) '^^^KltptuwXtw 

VW 

Für die den Functionen x, -, entsprechenden Einheiten fr, des 
Indexsysteius gelten also die M ultiplicationsregelu 

(33) Miu^^K, 



VW 



dieselben also, die man erhalt, wenn man aus den beiden Tndex- 
len tift " iiti iJiit den Multiplicatiousregeln 



frf, ^^Kl,f, 

9 

tt'Ju ^^^^ ^suwl to 

w 

das „Froductsjstem^' mit den Einheiten fr, = irt» bildet W. z. b. w. 

Zum Sdiluss noch einige Bemerk uuj^'tn. 

1) Eine Erweiterung unserer Betrai hlungen scheint sich 
darzuhieten, wenn man von den l. h. F. zu raliondh'n homogenen 
Functionen i. Grades von x üliergeht. Man bestimme den „reci- 
proken Werth von a-", d. h. diejenige complexe Zahl a , die den 
Bedingungen 

a;* = ara; = c (= Zahl Eins) 

genügt, und erhält so zunächst 1. h. R von Xy die sich mederum 
linear aus p Ton ihnen, n&mlieli J\t.^ . . . 'x,,, al)leiten lass^, ßo- 
dann homogene Functionen nullten Grades, als Aggregate von 
Produeten der Form XrX, oder !iv^«, und rationale Functionen 
ersten Grades, zusanunengesetzt aus den Produeten 

XrXfXty XrXfXt^ XrXsXt- 

Die Anzahl dieser homogenen Fnnetioneu nullten und ersten 
Grades -wird sieh bei nielitursprünglicheu Systemen im Allge- 
meinen auf weniger als 2//-', rrsp. "dp^ reduciren, und in einigen 
einfachen Fällen, die icli diu'chgerechnet habe, treten geschlossene 
Systeme solcher Functionen und zugehörige Gruppen, resp. com- 
plexe Zahlensysteme auf — ohne dass ich allgemeine Sätze hätte 
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finden können. Eine besondere Rolle scheinen hierbei die com- 
plexen Zahlensysteme zu spielen, in denen folgender Satz gilt: 

Ist y 1. h. F. von so ist der reciproke Werth y 1. h, 
des reciprokeii Werthes x. 

Ich veniiuthe, dnss diese Systeme identisch sind mit den 
von SonKFKERS SO genauiiten Nichffjuafcriiirmsi/stenini ^ vermag' 
den Beweis aber noch nicht allgemein zn führen. Des weiiereii 
würden homogene Functionen nullten Grades, die aus zwei (t rissen 
XrXg und zwei Grössen if/X« durch Multiplication in irgendwelcher 
Anordnung hervorgehen, ferner allgemein die aus q jb'actorea Xr 
und a Factoren x, in irgendwelcher Anordnung hOTOrgehende 
rationale Function — tf)ten Grades in Betracht zu ziehen sein 
— womit jedoch, wenigstens bei- ursprünglichen Systemen, das 
' Gebiet der rationalen Fimetionen TOn x sicher nicht erschöpft ist. 

2) Die bekannten, aus einem complexen Zahlensystem ent- 
springenden Gruppen linearer Substitutionen 

(34) y = aXf y = icb, y ^ axh , y =^ axä 

sind Untergruppen der Gruppe (16); abgesehen vom Fall com- 
mutativer Systeme, wo die ersten drei Gruppen (34) untereinander 
und mit (16) zusammenfallen, ist auch in vielen nichtursprüng- 
Kchen Systemen die Gruppe y ^ axh mit (16) äquivalent. Die 

Ordnung dieser Grujipe ist 2>? — w, wenn m die Anzahl der mit 
allen Zahlen des Systems vcrtauschhareu Grössen ist ( also die 
fttr beliebiges x aufzustellende Gleichung cx = a r in verschiedene 
Lösungen e hat; eine davon ist die Zahl Eins c = e); sobald 
also der Index > 2« ist, kann y = axh nur eine Unteryruppe 
der Gruppe (i6j sein. Ausser den ursprünglichen Systemen ge- 
hört hierzu beispielsweise das viergliedrige System Soheffebs IV7 
mit dem Index jp a 8. 

3) Stellt man die der Formel (16) entsprechende Uneare 
Substitution zwisdien den £1 tmd in der Form (17) dar, so 
werden deren n' Coeffidenten ffa lineare Yerbindungen der 
p Parameter X^X^.Apy oder es bestehen zwischen den — p 
homogen lineare Bedingungsgleichungen, die aussagen, dass y 
L h. F. von » seL 

Wenn man die OAüOHT-BiBifA»K'sohe Fumdkmem^wiie auf 
das Gebiet höherer eomplexer Zahlen ausdehnen will, so wird 
man y dann line Function von x neuueu, wenn dy 1. h. F. von 
dx ist. Wegen 



Zun TbBOBI£ OEB SrSTKME COMPLKXBB ZahUU. Gl 

^tf ^hdnu =^ ^ '^^^ ^* 

müssen naeh der eben gemachlien Bemerkung zwischen den 

(die an Stelle der ^a- Formel (17) getreten sind) — p 

homogene lineare Beziehungen hestehen, oder in einem comploxen 
Zahlensystem mit n Einheiten und vom Index p müssen die 
n Fonctionen 

ft' — p homogen linearen partiellen Differentialgleichungen i. Ord- 
nung genügen, damit y =^^'flk<^k Function von x =^^liQ sei. 

k i 
In commutativen Systemen wird n{n — 1) die Zahl dieser Be- 
dingungen z. B. im System der gemeinen complexen Zahlen 
2-1 = 2; in ursprünglichen ist sie Null, dort ist also jedes 
y als Function von x anzusehen und auch leicht darzustellen, da 
wir früher die Verhindungen l/f^t, also damit auch die Compo- 

nenten || selbst (formell in der Gestalt l^e =^^ikiiCk) als L h. F. 

von x b<»stimmt haben. Dagegen ist in nichturspriinglichen 
Systemen die explicite Dnrstelluug solclier die nach dem 
obigen Kriterium Functionen von x sind, nicht immer möglich. 
Beispielsweise ist im dreigliedrigen nichtcommutativcn System 
(15), woi-in (25) die fünf imabhängigen L h. F. von x sind, y 
dann Function Ton jc, wenn dy eine lineare Verbindung yon 

c^J^j, c^d^s, fjf^la, e^dlj 

also 

y = fe. ^3) + ^x(U)+ «8^(1$) 

ist. Hiernach müsste insbesondere ^' = 9) , ^ h\) = ^1 9^ 
eine Function von x sein, die aber in den meisten Fällen (z. B. 
schon für (p « j^j^) nicht explicite darstellbar, sondern nur im- 
plicite als eine der unendlich vielen Wurzeln der Gleichung «^»0 
definirt ist. 



i) Dieselben sind von Schbffkbs explicite aufgeeteUt worden: 
LeipKiger Berichte 1893, S. 836, Fonnel (15). 



I>nMld!niif erkUM 1.TL 1900.] 
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SITZUNG VOM 11. JUNI 1900. 



Vortiiige hielt: 

Herr Fkibuuicu Enükl, o. M.: Ein neues, dem iiuearen Komplexe ana- 
loges Gebilde. 

Denelbe: Vorlegung einer Arbeit des Henxi E. ^oBAwan-Erakaa: Ueber 
eimge Kategorien infiniteainialer Traiufoniiationeii der Ebene. 

Frledfieh Bagel: Em neues, dem Unearen Kon^plexe am- 
loges OtXfäde. 

Im Br, giebt es eine vierzehugliedrige einfache Gnippe von 
PunkttraiiBfonnatioiien , die ein System von drei PKAi-Fschen 
Gleichungen invariant lässt. Bei geeigneter Wahl der Veränder- 
lichen kann dieses System die Form: 

erhalten. Es detinirt eine bei der betretfenden (i nippe invariante 
Scliaar von cv)-'^ (ieraden, diu sii-h so vertlieilen, duss jedem 
Punkte des 7*- ein el)enes Büschel von co^ hindurchgehenden 
Geraden zugeordnet ist. Man kann daher auch sairon: durch das 
System ( i) ist jedem l'unkte ... 05 des if*,- eine hindurchgehende 
ebene zweifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit: 

h — == Oifg — (^-^h 
(2) Ii — = OaSs — 

fis — - ÖS = <hh — ^ih 

zugeordnet nnd diese Zuordnung bleibt bei der bewussten vier^ 

zehngliedrigen (Iruppe invariant. 

In einem Vortrage, den iiii im September 189g auf der 
Müiulmer Naturfürscherversammlung gehalten habe (s. Jalires- 

Muth.-phys. Clasae 1900 G 
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bericlit der deatsehen Matbematilcer^yereinigung, Bd. Vui, Heft i , 

S. 196 — 198), habe ich schon darauf hingewiesen, dass das eben 
besprocliene Gebilde eine gewisse Analogie Jiiit dem linearen 
Komplexe des 7»'.( besitzt. Aber erst in der letzten Zeit ist es 
mir gelungen, die Tragweite dieser Aii;ii*)L:ie ganz zu durch- 
schauen und damit zugleich eine sehr einl'uciie und schöne Defi- 
nition jener vierzehngliedrigen Gruppe zu finden. Ich will hier 
den Weg, der mich zu dieser Definition geführt hat, kurz an- 
geben, während i( )i mir vorbehalte, später die allgemeine Theorie 
des neuen geometrischen Gebildes ausführlich zu entwiokelxL 

§ I. 

Die Gruppe des J?-, i)ei der das System (i) invai-iant bleibt, 
lässt zugleich die Gleichung: 

(3) dil + dji^di, + d^.di, = 0 

invariant, sie ist daher, wie ich schon früher bemerkt habe (Li£, 
Theorie der .Transformationsgruppen Bd. III, S. 764) mit einer 
Untergruppe der konformen Gruppe des ähnlich. Hierin liegt, 
dass der i)^ unsrer Gruppe kein ebener Eaum ist, sondern eine 
Mannigfaltigkeit zweiten Grades in einem ebenen Baume von 
sechs Dimensionen. Wir fOhren daher an Stelle Ton . . . JC5 
sieben homogene Koordinaten % d^i, x^^ jf^, ein, zwischen 
denen die Belation: 

(4) X = xl + xiy^ + x^y^ + x^y^ = 0 
besteht, und zwar setzen wir: 

/'S Vi 2/3 "'s 7's 

wähi-eud wir itlr die tt in entsprechender Weise die Buchstaben 
ak, hk benutzen. 

Hierdurch erhalten die Gleichungen (2) die Eorm: 

Oja^ — a^Xi + ao2/3 — h^x^ = 0 
(2') ftsSfi — ftiSfa + «6«^ — (H^ ^ 0 

WO die bk durch die Belation: 

(0) al + a^b^ + a^h^ + a^b^ = 0 
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verknflpft sind. Aus den Glelchxtngen (2') folgen aber veimdge 
(4) und (6) noch eine Ansahl von andern, und zwar erli&lt man 
im Ganzen ein System von acht Gleiclrangen: 

Oo^O + W^l + + — ^ 

WO ij k, j irgend eine cyklische Vertansohung der Zahlen 1, 2, 3 
bedeutet 

Erst die Gleichungen (7) zusammengenommen stellen unser 
neues Gebilde vollkommen dar, denn sie ordnen, wie mau sich 
leicht überzeugt, ohne Ausnuiiiuo jedeni Punkte Ojt, hk der Mannig- 
faltigkeit ( 4 ) des jF?g eine hindui-chLreliende ebene zweifach aus- 
gedehnte Maunif^daUigkeit zu, die auf der Mauuigtaitigkeit (4) 
liegt. Der vierzehngliedrigcn Gruppe des iig, die das »System (i) 
invariant lüsst, entspriclit eine vierzehngliedrige projektive (iruj)})H 

des die die Mannigfaltigkeit (4) und ausserdem die durch 
(7) definirte Zuordnung invariant lässt. 

Die Gleichungen (7) mit der zugehörigen projektiven (iruppe 
hat schon E. Cartan in seiner These angegeben (Sur la struc- 
ture des groupes de transformations finis et Continus, Paris 1894, 
S. 146 f.), jedoch hat er sie nur in den .r, y homogen geschrieben, 
nicht aber in den a, h, auch betrachtet er sie nur als die 
Gleichungen einer bei der Gruppe invarianten Schaar von ebenen 
Mannigfaltigkeiten, erwähnt jedoch die Zuordnung, die für uns 
die Hauptsache ist, nicht. 

8 2. 

Die Mannig&ltigkeit zweiten Grades (4) des ^ — wir 
wollen sie kurz die nennen — enthält 00' ebene zweilach 
ausgedehnte Mannigfaltigkeiten oder JS^, die man leicht angeben 
kann. Sie werden nSmlich und zwar jede nur einmal durdi die 

acht Gleichungen: 

— hVi + OoiCi — ajXo = 0 
atXk — atXi + botfj hjXo 0 

6* 
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tiargestellt, wo /, k, j, wie im Folgenden überall, die bei (7) er- 
klärte Bedeutung haben, und wo die o*, ht beliebige Parameter 
sind, die nur der Bedingung: 

(9) A — a^l»o + «1^1 + «2^ + «»fts 0 

genügen müssen. Mit andern Worten: Die der F.^ (4) 

des li^ lassen sich eindeutig umkebrbai- auf die Punkte der JTi 
(9) eines JB^ a^», h,, (fi — 0, 1, 2, 3) abbilden. 

Von diesen oo*"' A'^ stellen die Gleichungen (7) gerade 00^ 
dar, die offenbar durch die Gleichung: — 1)^ = 0 ausgeschieden 
werden, deren Bildpunkte auf der Fi' des Rj also sftnuntlich der 
sechsfiMih ausgedehnten Polarehene angehören, die der Punkt: 
Oo+^o™^» ai«fl2 = fl8™2»i""^ — &$«™0 des Sj In 
Bezug auf die Fi (9) besitzt Bedenken wir nun, dass die 
(4) des J?ß bei einer gerade 21-gliedrigen projektiven Gruppe 
dieses Baumes invariant bleibt, in der die Cr^^ als üntergi-uppe 
enthalten ist, bedenken wir femer, dass diese die <x>* der 
i\ (4) durch eine offenbar auch 21-gliedrige Gruppe T.>^ traus- 
formirt, die vermöge der Abbildung jener cjc** als eine Gruppe 
von Transformationen der Punkte der 7*'^ (9) des Ji, aufgefasst 
werden kann, so erkennen wir, dass diirrh die G^^ und durch 
die besprochene Abbildung eine 21-giiedrige projektive Gruppe 
des 7i*y definirt ist, die die F'^ (9) invariant Ifisst und deren 
Punkte genau so transformirt, wie die F^^. Da überdies die (r^i 
sicher die Punkte des 11^ transitiv transformirt, so liegt auf der 
Hand, dass der des innerhalb der G'^i die vierzehngliedrige 
Untergruppe G\.i entspricht, die den nicht auf der (q) ge- 
legenen Punkt: «0 + ^'o ö> 5^« 0 (fi « 1, 2, 3) des 
inyariant ISssi 

Hierin liegt, dass jeder PunH a, , d^, des der nicht der 
Fi (9) angehört, das Bild einer solchen Zuordnung ist, wie sie 
im besonderen Falle durch die Gleichungen (7) dargestellt wird, 
einer Zuordnung also, bei der jedem Punkte der F^ (4) des 1?« 
eine durch ihn gdiende und auf der ^2 übende entspricht 
Jede dieser Zuordnungen bleibt bei einer vierzehngliedrigen pro- 
jektiyen Gruppe des JBg invariant, die der G^^ angehört und inner- 
halb der Crgi "lit der G^j^ gleichberechtigt ist. Dagegen entspricht 
jedem Punkte des 7»'^, der auf der F'^ (9) liegt, eine -^^2 
(4) des 7?ß. Die 00® E.^ dieser F.j erscheinen daher als Aus- 
artungen der cx>' eben definirten Zuordnungen, ebenso, wie im 
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die tx)'^ Geraden als Ausartungen der oo^ linearen Komplexe 
zu betrachten sind. 

Die Yorhin besprochenen Zuordnungen können analytisch sehr 
einfach ausgedrückt werden. T);i/n dient die folgende Bemerkung: 

Set^t man die linken Seiten der Gleichungen (8) der Reihe 
nach gleich: — ty, Uq, — f^, bildet man also die acht 
Gleichungen: 

uj — hPk — hktfi + ooXf — ajiDo 

— Vj = GiXji — ttkXi + hoijj — hjXo 

so hudet man ohne Schwierigkeit: . 

ajX = ViPk — VkPi + uqXj — UjXQ 
— hjX= UiXk — UkXi + t'oÄ/ — vjXfi 



(lO) 



00 



und: 



(12) 



— XqA 



sowie endlich: 
('3) 

WO X und ^ die durch (4) und (9) definirten Ausdrttcke sind, 
und U den Ausdruck 1 



(14) tr«. «b^o + «1«^! + + «8 «^8 

bedeutet. 

Ist nim a^, ein bestimmtes Werthsystem, för das nicht 
verschwindet, das also im l?^ durch einen nicht auf der F% (9) 
gelegenen Punkt dargestellt wird, so ordnen die Gleichungen (10) 
jedem Punkte Xf^ der I\ (4) des eine ganz bestimmte 
dieser zu und zwar, da X verschwindet, nach (11) eine durch 
den Punkt gehende ü^. Aus (12) geht noch hervor, dass die 



ff 
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oo^ die derart den oo^ Punkten der (4) des mir 
spreclien, alle die Gleichung: 

0...S 

erfüllen, dass also ihre Bildpunkte auf der F'» des J?^ alle der 
aechsfach ausgedehüten Polarebene angehören, die der Punkt a^,^ hf^ 
des JKj in Bezug auf die F'^ (9) besitzt. Die Beziehung zwischen 
den 00^ Punkten der J^^ ™^ ihnen zugeordneten ist 

augenscheinlich yoUkommen reciprok, sie ist es sogar, wie neben- 
bei bemerkt werden mag, in dem Binne, dass die 00* die den 
OD* Punkten irgend einer unter jenen 00^ zugeordnet sind, 
immer durch den. Punkt gehen, dem die betreffende E^ zu- 
geordnet ist 

Wählt man die «r^., so, dass A yerschwindet, so ist zwar 
immer noch jedem Punkte der eine hindurchgehende zu- 
geordnet, aber man erhält nicht mehr oo'^ verschiedene E^ son- 
der blos 00', nftmlich — das ist fiOr ^ =s 0 der Sinn der 
Gleichungen (12) — alle E^ der jP^, die die feste E.^ : u^, , in 
je einer Geraden schneiden. 

Dagegen ist sowohl für =)= 0, als für A — durch den 
Punkt (i^,, hf, des 7i*- ein Komplex von 00^ Geraden der F^ (4) 
des /lg deünirt. Lii Falle Ä =f= 0 enthUlt dieser Komplex alle 
die 00^ ebenen Büschel, die in den cx)-' Punkten der J*^^ (4) durch 
die zujreordneten F^ bestimmt sind, im Falle A — (> kann er 
einfacher definirt werden als der Komplex aller Oü * Geraden, die 
in den betreffenden oc'** F., der F., enthalten sind. 

Auch hier tritt die Analogie mit dem linearen Komplexe 
des /ij und seiner Ausartung deutlich zu Tage. 

Wünsdit man diesen Komplex von 00^ (ieraden analytisch 
darzustellen, so kann man folgendermaassen yerfahren: 

Sind Ufiy Vft und u^, die Parameter zweier E^ der .F, (4) 
des J?0, so ist die nothwendige und hinreichende Bedingung dafOr, 
dass diese E^ eine Gerade gemein haben, das Bestehen der sieben 
Gleidiungen: 

vivit — VkVi 4- Vqu'j — ujvi = 0 
Uiult — Ukfi + %vj — Vjui « 0 

lo «ö — "0 '0 + "1 <i — (-1 Mj[ 4" % V2 — Vi ui -|- M3 = 0» 




('S) 
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Aus diesen Gleichnngm folgt sogar nmgekelirt : II = 0, U' — 0, 
sobald die u\ v' den ti, v nicht proportional sind, sie sagen also 
aus, dasB tl^, und ii^, zwei it^g der J*, (4) des sind, die 
sich in einer Geraden schneiden. Da nnn nmgehehrt durch jede 
Gerade der genau 00^ yerschiedene der hindurchgehen^ 
so kann man die 28 Grössen: u^«, — Krf#(t v^^v — ^vV^» 
VftVv — Vtv'ft^ zwischen denen die 7 Belationen (15) bestehen, 
ids homogene Koordinaten ftkr die Geraden der (4) des 22^ 
benutzen. Bei den 00^ Geraden des vorhin besprochenen Kom- 
plexes, der auf der F^ des It^ durch einen beliebigen Funkt a^^ 
des J?7 definirt ist, müssen nnn die Parameter u, c und w', v 
der hindurchgehenden der {4) noch den Bedingungen: 



0 . . . n 



genügen. Fflr die eben definirten Koordinaten der Geraden der 
ergeben sich daher noch die Bedingungen: 

/ 0.4 



(16) 



0.4 



(1 = 0, 1, SJ, a), 



unter denen aber blos sieben von einander unabhängige ent- 
halten sind. 

Von hier aus kann man leicht zu den gewöhnlichen homo- 
genen Linienkoordinaten des Hq übergehen. Setzt man nftmlich: 

so findet mau für eine beliebige Gerade der F^ (4) des li^i 



(•7) 



Pi k = fj t'O t'O , l>> ' A = 




Poi == i'üWf UiVQ = VjVit 


Vko's 


Poi'^ V{Ui = ujult — 




Pik'= UiV'k — Vj,u'i 


(»•+*) 


Pii' = UkV'k VkU'k 4- KjC'j — 




Pir + Pn' + Pss' 2 («o«^o 


— t^»lli) 
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und kuuii daher mit Hiltf> von (i6) leicht die sioltoii linearen, 
homogenen (ileichiuigen zwischen den angehen, die unsein 
Komplex darstellen. Im Falle: bQ = 0, 

(fi » 1, 2, erhält man insbesondere den Komplex: 



O/i =- ft,t = O 



(i8) 



Da die Zahl der ptk einniidzwanzig beträgt, 80 geht hierans 
h^Tor, dass man die oo^ Geraden des Komplexes auf die Punkte 
einer fönffachansgedehnten Mannii^faltigkeit Jir, eines ebenen 
Baumes von 13 Dimensionen abbilden kann. Es ist das nebenbei 
bemerkt der Kaum der a^jungirten Grappe der YierzehngHedrigen 
Gruppe des die unser Komplex gestattet, und swar entr 
sprechen bei dieser Abbildung den oo* Geraden des Komplexes, 
die durch einen Punkt der (4) gehen, die Punkte einer 
Geraden der Jlfj^, so dass also die 00^ Punkte der JF^ (4) in 
00^ Gerade (die einzigen Geraden) der übergeben. Den 
00^ Punkten einer Komplexgeraden entsprechen daher auf der 
00^ Gerade, die alle durch einen Punkt gehen und nebenbei be- 
merkt einen rationalen Kegel dritter Ordnung bilden. 

Auf diese Weise ist zwischen den beiden fttnfGeu^ausgedehnten 
Punktmannigfaltigkeiten, der des J?g und der des B^^ 
eine Bertthrungstransformation definirt, die den Punkten jeder der 
beiden Mannigfaltigkeiten auf der andern einen Komplex von cx)* 
(leraden zuordnet. Die Analogie dieser Berühriuigistrausfonnation 
mit LiKS berühmter Transformation, die den li^ eines linearen 
Komplexes in den /ig der Minimalgeraden verwandelt, ist un- 
verkennbar. 

§4. 

Das Oleiehungensy stein (8) stellt, die cxj*' der F,_, 1 4) 
des //,; mit Hülfe von aclit homogenen Parametern , />^, dai*, 
die an die (luadratisehe Gleichung: -4 = 0 gebunden sind. 

£s ist von Interesse, die homogenen Koordinaten: 
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dieser durch die Puameter a^, hft anBzndrflckeii. Man findet: 

i>123 = — ^0, PikQ = hjbo 

Pikt' «= ftfft/ + a»>o, Pikk* ™ — «*6o, i^.iti' = ffj 
PiOi' = — 0*6* — ajhj^ ptQf = Uihk, pioj- = Oibj 

Pii'k' — — {<h^ + *-M> 9i^*y — — ' 

wo in dem Ausdrucke für ;>,(),' das versohwiudende Glied j-A 
aus Zweckmässigkeitsgi-ünden hinzugefügt ist. 

Betrachten wir nun irgend einen Komplex, der auf der 1\ 
(4) des J?g durch einen nicht auf der JFj (9) liegenden Punkt 
des J?7 definii-t ist. Der Einfachheit wegen wollen wir den Punkt: 
«0 + ''0 = Wj,, = i\, = 0 (jii = 1, 2, 3) des li^ bonut/on. Die 
00^ ig, die dieser Komplex den oo* Punkten der (4) su- 
ordnet) sind durch die Gleichungen: 

(20) Oo — 6o=«0, A = 0 

deiinirt. Auf Grund von (19) ergieht sich daher, dass diese 
00^ den folgenden sieben linearen homogenen Gleichungen 
genügen: 

Pikk' + PiSi' = 2'j>47'o 
Pvk*k'\'Pi ) j = ^Pkiü 



(^0 



doch darf man nicht etwa glauben, dass diese Gleichungen för 
sich allein schon genügen, um die bewussten od^ E^ zu definiren: 
dazu sind vielmehr noch gewisse Relationen zweiten Grades er- 
forderlich, die aus (19) und (20) folgen. Jedenfolls ist aber 
soviel sicher, dass die od^ 'E^_ jedes der 00^ Komplexe, die es 
auf unsrer (4) des 7/g gi^bt, sieben Uneare homogene 
Gleichungen zwischen den 35 homogenen Koordinaten j^ikj be- 
friedigen. 

Die Siebeuzahl der (Ucichnnpen (21) erinnert daran, dass 
im Ttf. gerade sieben lineare homogene Bedingungen erfüllt sein 
müssen, damit die K> x , mit einer andern K,, einen Punkt 
gemein habe. Diese sieben Bedingungen lauten: 

(22) ^±l>ikjl>u,ir = <^. 
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wo t, jj ß, y iigend sechs Terschiedeoe unter den sieben 
Indices der homogenen Pnnktkoordinaten des JR^ sind und wo 
die Snmmation über alle Peimntationen von t, j, er, y zu 
erstrecken ist, die geraden Permutationen mit positivem, die an- 
geraden mit negativem Vorzeichen genommen. Es liegt daher 
nahe, zu t'ragon, ob nicht die GleichTingen (21) clie ?^omi (22) 
besilzon, wobei iialüilich uiclit z,u crwaiti'ii ist, dass das Wcrth- 
systoni /'a/. tTir das dio ( Jh'icliungen (22) in (2i) übergehen, 
die homogenen Koordinaten einer 7»/., des darstellt. 

In der That überzeugt man sich leicht, dass die GleichuDgeu 
(22 ) die Form (21) erhaiteu, wenn mau setzt: 

(23) rfx'o J* o = A © = yjrf'r»' « — \An + Ö^ 
wähi'end alle andern y>fx , den Werth Null bekommen. 

Demnach ist das (Heichungensystem (21) durch die Angabe 
des Werthsystems (23 ) der , vollständig bestimmt. Das ^Icrk- 
wflrdigste ist aber, dass durch dieses Werihsystem (23) aucb die 
vier/cbnglicdrige Gruppe vollständig bestimmt ist, die unsern 
Komplex invariant lässt. 

In einem //g mit den homogenen Kooi^dinaten . . . 
werden nämlich die homogenen Koordinaten pn^j der bei der 
allgemeinen projektiven Gruppe: 

ftV 

dieses Raumes dnrch die projektive Gruppe: 

ikj/t 

transformirt. Sncht man nnn die grösste projektive Gruppe des 
Raumes Xo, Xf,^ i/f, (jw. = 1, 2, 3), die das Werthsystem (23) in- 
variant lässt, so findet man, dass diese vierzebngliedrig ist uud 
dit» Form besitzt 
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und das ist genau die Grnppe, die durch den Komplex (18) 
oder, was auf dasselbe hinaaskonunt, dmtsh die Gleldmngen (7) 
definirfe ist und die insbesondere die t\ (4) des invariant Iftsst. 

Erw&hnt sei noch, dass das Wertbsystem: Uq -j- ^'0 =^ 
— — 0 (fi s 1, 2f 3), dais ja auch nnsem Komplex be- 
stimmt, in die Gleichungen (19) eingesetzt, genau das WerÜi» 
System (23) liefert 

Das aUgemeinste Werthsystem der pfkj im Jf^ enthält 
35 homogene Konstanten, während die allgemeine projektive 
Gruppe des J?g 49 homogene Parameter besitzt. Daraus folgt, 
dass jedes Wertlisysteiii 7/,^.^ von allgemeiner Lage eine minde.stens 
vierzehnglicdrige projektive (Jnippe gestattet. Nun haben w-ir 
gesehen, dass das Werthsystem (2;^) bei einer vier/ehnglicdrigen 
projektiven Gruppe des 7/g invariant ])l<'i]>t und bei keiner 
grösseren. Also ist das Wortbsystem ( •23) ein solches von all- 
gemeiner Lage und es »Tgiobt sich somit, dass im J?g jedrs W erth- 
system pni von allgemeiner Lage eine vierzehngliedri^c riliei- 
keine grössere projektive Gruppe des ij'g gestattet und dass diese 
Gruppe dm*cb eine projektive Transformation mit der Gruppe (24) 
ähnlich ist. Statt des Werthsystems j^lkj kann man hier natür- 
lich auch den Tnliegriif aller des setzen, die den 
7 Gleichungen (22) genügen. 

Hiermit ist die Analogie zu dem linearen Komplexe des li^ 
vollkommen zum Ausdruck gebracht, denn es ist gezeigt, dass 
jedes Werthsystem fifkj von allgemeiner Lage im einen Komplex 
von der früher betrachteten Art bestimmt. Zugleich ist hiermit 
eine direkte Definition unsrer Tierzehngliedxigen einfachen Gruppe 
gegeben, die an Eleganz nichts zu wünschen übrig ISssi 

Da die Gruppe (24) eine und nur eine des JB^ inyariant 
Iftsst, n ü m lich die (4), so ist zugleich Idar, dass zu jedem 
Werthsysteme von allgemeiner Lage eine eindeutig bestimmte 
F.^ gehört, die gleichzeitig mit dem Werthsysteme p^tj invariant 
bleibt Die nilchste und wichtigste Aufgabe wird daher sein, die 
Koeffidenten dieser F^ durch die phj auszudrücken, was nicht 
ganz einfach ist, doch hoffe ich die damit verbundenen Schwierig- 
keiten bald überwinden zu können. * 

Was nun insbesondere die des /^g angeht, die 7 Gleichnngeu 
von der Form {22) genügen, unter p^-j^j ein Werthsystcni von 
allgemeiner Lage vei^standen, so zeigt die Normalform ( 2 1 1, dass 
durch jeden Punkt P von allgemeiner Lage des Eq gerade oq^ 
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solche JE^ gehen, die dadurch definiit sind, dass sie mit swei ge- 
wissen durch P gehenden dreifach ausgedehnten Ehenen je eine 
Gerade gemein hahen. Durch jeden Punkt J7 der mit phj in- 
Tariant Terhnüpften gehen auch oo^ solche i?^ aber darunter 
liegea nur oo' auf der selbst, und diese oo* sind alle die 
der F|, die durch 17 gehen und mit der dem Punkte U yeimöge 
des Komplexes zugeordneten eine Gerade gemein haben. 

Die Normalform ( 21) oder (23) hat auch vom Standpunkte 
der GuASSMANNSchen Ausdehnungsleliit; Interesse, denn sie zeigt, 
daf?s in einem Gebiete 7. Stufe jede allgemeine Ausdehnuugs- 
grösse 3. Stufe auf die Form; 

(25) («1C4 + + — ^hhh + ^h^H . 

gehraeht werden und also aus fünf einfachen Grössen 3. Stufe 
linear abgeleitet werden kann. Die Zahl dieser einfachen Grössen 
3. Stufe kann übrigens, wie ich nachträglich (26. Juni) von Stl dv 
erfahren habe, auf vier herabgedrückt werden, man braucht zu 
diesem Zwecke nur (25) etwa in der Form: 

Hh^i + <4C8 («7 — 2<^) + e^^ (e, + 2e^) — + («^ — «4) 

zu schreiben. 

§5. 

Die Gleichungen (10), die wir zuerst benutzt haben, um 
die 00^ auf der (4) des JR^ yorhandenen Komplexe zu defi- 
niren, können noch in anderer Weise gedeutet werden. 

Jeder Punkt P des Tt^ definirt eine ganz bestimmte projek- 
tive Transfoniiation des Ji'^,. bei der die (4) invariant bleibt, 
die Transfonnatiün nämlich, die P in Ruhe lässt und auf jeder 
durch F gehenden Geraden die bei<len Schnittpunkte mit der F^ 
untereinander vertauscht. Hat nun P die Koordinaten: xq^ Xf,, )/„ 
und sind die die Bestimraungsstticke einer beliebigen 

der F2 (4), so geben die Gleichungen (10) einfach an, in welche 
Fo : r„ der F^ die F^ : rif,, hu bei der eben besprochenen 
projektiven Transformation übergeht. 

Diese Eigenschaft der Gleichungen (lo) kann man benutzen, 
um statt der Koordinaten a,„ bf, und u^, Vß die p/tj einzuführen. 

Es sei UttftrS^ft^ SS 0 eine nieht ausgeartete F^ des und 
. ein Punkt, der nicht auf dieser F^ liegi Die projek- 
tive Transfonnation, die in dem vorhin angegebenen Sinne durch 
diesen Punkt und durch die F, definirt ist^ lautet dann: 
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1...7 



1...7 



und die durch sie definirte TransfonnatioD der des erhftlt 
die Form: 



(26) 



tXftPpji -f- 

." *^ 

^jfffipXftXfPikJ 



Ist jetzt ein Wertlisystem von allgemeiuer liiigc und 

HujmXftJy — 0 dir damit iiivaiiant verknüpfte T-g, so stellen die 
Gleichungen (26) für jeden Punkt ).;, . . . jr^, der auf der J^j 
liegt, die der angehörige und durch den Punkt gellende fj^ 
<lai-. die der durch paj auf der i\ beätiinmte Komplex dem 
Punkte zuordnet. 

Man braucht sich von der Richtigkeit dieser Behauptung 
offenbar nur fOr irgend eine Nonnalform der zu überzeugen. 
Bei der von nns benutzten Normalform (4) wird das allgemeinste 
Werthsystem putj^ mit dem die (4) inTariaut verknüpft ist, 
durch die Gleichungen (19) geliefert Setzt man nun dem- 
entsprechend: 

Pm ™ — vj, pao VjVo, . . . 

Tind berechnet die jetzt aus (10) folgenden Werthe der ihij., setzt 
mun andrerseits für die p;ij die Worthe (ig) und für die af,y 
<lle zur Normalform {4) gehörigen Zalileuuerthe, so werden die 
linken Seiten der Gleichungen (26) bis auf einen Proportionali- 
tätsfaktor mit den rechten Seiten identisch. 

Ich werde später ausführlich auf alle diese Dinge zurück- 
kommen. 

Zum Schlüsse will ich noch eine Thatsache erwähnen, die 
recht geeignet ist, die Analogie des von mir betrachteten Kom- 
plexes mit dem linearen Komplexe des ins Licht zu setzen. 
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Geradeso nämlich, wie jede rationale Kurve dritter Ordnung 
des J?9 einem und nur einem linearen Komplexe angehört, geradeso 
gehört jede rationale Kunre sechster Ordnung des It^ einem und 
nur einem Komplexe der hier nntersuchten Art an und zwar 

liegt dieser auf der eindeutig bestimmten des die alle 
zweifach ausgedehnten Schmieguugsebeuen der betreffenden Kurve 
enthält. 



Druckftirtig erklärt 2. VII. 1900.] 
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K. Zoiawild: Ueher einige Kategorien infinUestmaler Trans- 
formaäonen der Ebene. (Vorgelegt in der Sitzung vom ii. Juni 
1900 durch Herrn F. Engel, o. M.). 

Li dieser Abhandlung beabsichtige ich die gegenseitige Be- 
ziehung der infinitesimalen Transformationen der Ebene einerseits 
und einiger geometrischen Gritasen anderseits einer nfiheren Be- 
trachtung zu unterziehen. Es sollen dabei einige Benennungen 

maassgebend sein., welche man iu folgender Weise einführen kann. 
Es sei: 

lf/--S(*,»)|^ + «»(«,>)g (I) 

eine gegebene infiuitesixaale Trausionuatiou und 

(fl?, dx, dy\ 9 (x, y, dXy dg) 

zwei gegebene homogen»^ l-'unetioneii von deniscllx'ii (Jrade in den 
Differentialen dXj dy mit roeffizienteu welch» von x\ y abhängig 
sind. Setzt man voraus, dass die Function (2> keine Difl'ereutial- 
invariante der infinitesimalen Traiistbnnation f ist, und führt 
man diese Transformation auf sie aus, so ergiebt sich das liesultat: 

Z7<P dXy dg) ■» 9^(35, jf, dx, dg\ 

wo ^ wiederum eine homogene Function der Differentiale von 
demselben Grade bezeichnet. Mau betrachte femer eine Curveu- 
schaar: 

F , g, 0) = 0, (2) 

welche die Eigenschaft besitzt, dass sie eine IHfferentialgleichiing 
TOn der Form: 

W (x, y, dx, dy) = i>l (x, y) q (x, y, dx, dg) (3) 

befriedigt, wo Sl eine bestimmte Function von x, ;/ bezeichnet. 
Wenn überdies die Curvenschaar (2) eine bei der Transformation (i) 
invariante Curvenschaar bildet, so wollen wir sagen, dass die 
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Funäkm ^ zufolge der IVmsfamaHon (1) längs der Curven- 
sdtaar (2) eine glddmässige Veränderutig mit der QesckwMig- 

keit SIq erfährt. 

Die Difterentialg-leichung (3) kann möglicherweise von mehre- 
ren Curveiischaareii befriedigt werden. Wenn alle diese Curven- 
schaareu invariante Curvenscbaaren von fjf sind, d. h. wenn die 
DiÖerentialgleichung (3 ) die inüuitesiniale Transformation Uf ge- 
stattet, so verändert sieh O längs aller Iiitegralsehaaren der 
DiftVrent ialgleichung (3) mit derscllx^n (Jescliwindigkeit iio gleich- 
niässig, d. Ii. wie wir sagen wollen <i> variirt mit 'vollkommener 
Glci<'h)iässiffl rif. ^ ) 

I. Wir wollen im Folgenden zwei homogene Functionen 0j 
nämlich die Länge: 

ds = Ydx* + 

und die Richtung: 

der Linienelemenie in Betracht ziehen. Wenn wir diese Grössea 
der inünitesimalen Trausiormatiou (i) unterziehen, so folgt: 

ds »t "° dx* + dg* ' 



(4) 



9t ~ dx^-^-dy* 

Die Grösse (4) ist dann und nur dann identisch (d. Ii. bei 
beliebigen Werthen von und dji) gleich Null, wenn die Trans- 
formation ( I ) der Gruppe der euklidischen Bewegungen angehört; 
die < ii'össe (5 ) verschwindet identisch für jede iuHnitesimale Trans- 
formatioTi der Gruppe aller Translationen und .Aehnlichkeiistrans- 
formationcn. Diese Fälle, in welchen ds mid 9? Dilferential- 
invarianten sind, wollen wir aus unserer Betrachtung ausschliessen. 

Es steht uns frei noch die Function 9 für jede dieser Func- 
tionen 0 änsBQwfUilen. Wir treffen die besonders einfache Wahl: 

für <P 9, ^ =« 1 



i) Diese AuseinandersetBungen habe ich im BnUetin de Ciacovf e 
fövrier 1899 p. — 33 wenn anch nicht in genau derselben Fonn lAher 
besprochen. 
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und beabsichtigeil bei diesen Annahmen das gleiehmässige Ver- 
leiten von ds und tp näher za charakterisiren. Hierfür müssen 
wir zuerst in geeigneter Form gewisse Formehi Torflihren, welche 
I. B. den Fonnehi der Kegelschnittslefara analog sind. 

Es möge noch die Yoraussetzong herrofgehoben werden, dass 
ach alle zur Sprache kommenden Functionen in den betrachteten 
Pancten r^pilBr verhalten sollen. 

2. IHe Formein (4) und (5J besitzen die gemeinsame Fonn; 

_ a dx* -\- 2b (Ix dy c rfy ' xrv 

wo a, ?>, c Functionen von x und ?/ l>ezt'ichnen. P ist eine Func- 
tion des Punctes x, y und der durch denselben gehenden Richtung. 
Von aUen diesen Richtungen spielen diejenigen eine besondere 
Bolle, welche durch die Differentialgleichung: 

hdn^ — (ö — c) dx dtf — hdf^ = 0 (7) 

detinirt sind. Ist die Disurimiuante: 

^r — (a — c)*+4&« 

von Null verschieden, so hat man zwei senkrecht aut einander 
stehende Richtungen, die Hanptrichtungen heissen sollen. Sind 
femer Q^^ und die Winkel dfisf-lhen mit der a;-Axe, so werden 
diese Winkel durch die gemeinsame Foimei: 

tg2«-j3^ (8) 

festgelegt und die entsprechenden Werte und der Function P 
werden durch die quadratische Gleichung: 

— (a — P) (c — P) = 0 (9) 

bestimmt. Wenn die hier in Betracht kommenden Grössen reelle 
Warthe besitsen, so sind und der grOsste und der kleinste 
aller derjenigen Werthe, welche die Function P in dem Puncto ap, y 
^'"üTifthmftn vermag. Falls die Discriminante gleich Null ist, 
and zwei ünterflUle möglich. Entweder ist c = a, 5 = 0 und 
also Paa o, d. h. Yon der Richtung unabhftngig, oder es bestehen 
^sae Identitäten nicht. In diesem letzten ünterfalle hat man: 

26 + (a — c) = 0, (10) 

8lso reducirt sich die Function P auf die Form: 

adx±icdy 

^~ dx±idy ' 

Vmt1i.-pliyt. 01mm 1900. 7 
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Von beiden Yoraeiehen ist äa^enige zu wählen, welohes in der 
Identität (lo) Btattfimdet. 

Wir wollen nnn annehmen, dass in der Gleichung (6) P 
eine gegebene Function TOn x und y bezeichnet. Dann bestimmt 
die Differentialgleiohung: 

(a — P) dx^ + Udxdy + (c — P) dy^ ==0 (i i) 

im Allgemeinen zwei von einander verschiedene Ourrenschaaren, 
doren keine, sobald /I 4= 0, zu den Schaaren der Minimalgeraden 
gebart. Diese zwei Curvenschaarcn sind dann und nur dann mit 

einander identisch, wenn P eine der Wurzeln der quadi-atischeu 
Gleichung (g) bezeichnet, d. h. wenn nn Falle /S ^ 0 die Difle- 
rentialgleichung (^ii) eine Hauptrichtuug und im Falle ^ = 0 
eine Doppelschaar von parallcleu ^liuinialgeraden dehnirt. 

3. Wir wollen im allgemeinen Falle ^ =^ 0 die Winkel in 
Betracht ziehen, welche von den Integralcurven der Ditfercutial- 
gleichung (11) mit den Hauptrichtungen d. h. mit den Integral- 
curven der Differentialgleichung (7) gebildet werden. Für diese 
Winkel werden wir eine einfache Formel ableiten. Hat man zu- 
erst zwei Diffeientialgleichungen von der Form: 

at/x'^ + 26rfa;di/ + crfy'«= 0, (12) 
SBids^ + ^^ätßdy + ^df^ — 0 (13) 

und eliminirt man aus dwelben den Differentialquotienten 
so folgt: 

— mb + iiaf — 4 — m) (b- — oc) = 0. (14) 
Nimmt man nun noch eine dritte Differentialgleichung: 

adx^ + 2ididy + cdp =^0 (15) 

und bezeichnet mit: 

_ d j il y — dydx / ,\ 

tgÄ-= ^ (16) 

dxdX'{-dydy 

die Tangente des Winkels einer Iniegmlcurve von (12) mit einer 

Integralcurve von (15), so giebt zunächst die Elimination 

des Differentialquotienten ~ aus (15) und (16) eine Differential- 

dx 

gleicbung von der Form (13), in welcher 
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?t ä + 2 6 tg 5 + c tg> fir, 
SB = b — (ä — c) tg-S' — b t^^S, 

lud sodann folgt durch Benutzung der Formel (14) das Ergebnis: 
{ac-2b5+ca+2[b(ä~c)-b(a-c)]tg.S'+(aä4-2bb + cc)tg-*S')» 

4 (b« — ac) (F — ac) (1 + tg^Sf. 
Wenn wir in diese Formel die Werlihe: 
a»5, B — — i(a — c), c — — t>,a^a — P, b — 6, c=c— P 

einsetzen, so müssen ans derselben die Winkel 8 zwischen den 

Intcgralcnrven von (11) und den Hauptrichtiingen folgen. Führt 

man die betreffende Keciiuiing aub, äo hat man: 

8in«2iSr»= I [ft« — (a — P) (c — P)]. (17) 

Aus dieser Formel folgt unter Anderem, dass die Achtungen, 
welche duxeh die IMfferentialgleiehiing (11) definirt sind, mit 
den Hanptrichtungen gleiche aher entgegengesetzt gerichtete Winkel 
bilden. 

Die Gleichungen (8) und (9) besagen, auf welche Weise man 
aus a, c die Grössen d, Os ^1 4" 2 ' ^1 bestimmen 

kann. Andeiseito kann man auch a^h^e durch diese Grössen aus* 
drficken. Es ergeben sich n&mlich die Formeln: 

= i \A + + (A - A) cos 2<;>], 

c = 4 [A + ^2 — 0\ - cos2^], 

in welchen Q^^ d. h. der dem Wertho Pj entsprechende Winkel, 
einfach mit Q bezeichnet worden ist. Aus diesen Formeln folgt: 

und auf Grund derselben kann der Winkel 8 aus den Formeln: 



(18) 



2P— (P. +P.) . , 2>/(P,-^P)(P-P,) . . 
cos 26' = p^_* j T— ^, sm 2Ä = + ^ ^ ' j> Jp^ ~ (19) 

berechnet werden, vorausgesetzt, dass der Winkel mit derjenigen 
der beiden Hauptrichtungen genommen wird, f ür welche P=P^ ist. 
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Im Ausnahmefalle J = 0 können ähnliche Betrachtungen 
nicht durchgeführt werden. Bezeichnet man aber den Winkel 
einer Gurve (ii) mit der x-Axe mit 2\ so hat man eLnerseite die 
Richtung einer Minimalgerade: 

anderseits die Blditong: 

tgi =±^JZ^p^ 

Diese Formeln können als analog den Formeln (19) angesehen 
werden. 

4. Alle diese Betrachtungen können xmmittelbar auf die Zn- 

wächse von ds und cp angewendet werden. Führt man die Be- 
zeichnungen ein: 

|i - 1, = ,., J (f « + ^5) = y, 1 - |i) = (20) 

wo bei der Interpretation der betrachteten eingliedrigen Gruppe 
als einer stationären Bewegung der Flflssigkeit w die Botations- 
geschwindigkeit des Flflssigkeitstheilchens bezeichnet, so kann man 
diese Zuwiichse in der Form: 

1 Sjds) Ada;* 4- 2 y dx dy fidy* , . 

d8 9t dx*-\-dyß '^^^ 

<^9> (10 + y) dx* + (jt — l) dx rfy -f («? — y) dy* ^ , ^ 

öt dx^^^fllp ^ ^^^^ 

angeben. In beiden Fällen hat die Discnminante J denselben 
Wertii: 

also ist das Vorhandensein der Hauptrichtnngen in beiden Fttllen 
derselben Bedingung Jq=^0 unterworfen. Diese Hauptrichtungen 
werden mit den zugehörigen Wertben you a (co^, a^) und 0 (0^^ 6^) 
fOr 0» durch die Oleiohungen: 

^^ff'^l^^ y* — (1-C0)(,t-«) = O (23) 

und für ß durch die Gleichungen: 

tg2A-£^\ ^o-,cf~~^ (24) 

bestimmt Wir wollen diese Bichtnngen beziehungsweise als Haupt- 
richtnngen erster und zweiter Art bezeichnen. Sodann können 
wir anf Grund der Formeln (23) und (24) den folgenden Satz 
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ausbrachen: Die rechten Winkel sweier Hauptrichtungen werden 
von den Haiq^trichtongen der anderen Art halbiert Ferner ist 
leicht za yerifidren, dass für die Hauptrichtungen der ersten Art 

ond für die Hauptrichtungen der xweiten Art 

ist. Endlich sieht man auf npin-l drr Formein dass, so- 

bald anter g und h diejenigen Winkel verstanden werden, welche 
den Werthen i»^ und $1 entsprechen, man die Beziehungen: 

^ = i L"i + + l"! «s) 2i/J , 

y ^ i ("i — «*) 2^, (25) 

I* = i K + "2 — i^i — "i) «>8 2^1 

und 

Kft — X) = i ^Oj^ — ö,) sin 2//, y = J (ß^ — öj) cos 2A, 

ic^i(e, + e,) (26) 

angeben kann. Aus diesen t'omieln lulgt, dass man die Grössen, 
welche rechter Hand stehen, immer so wählen kann, dass die 
Identität: 

— == 0)^ — (o^ (27) 

besteht Bei emer sokfaen Wahl, welche wir im Folgenden 
YOratusetEen wollen, hat man: 

Die Formeln (21) und (22) können auch anders betrachtet 
werden. Sind (o und 0 gegebene Functionen von x und so 
kann man sagen, dass für die Cui*venschaaren, welche durch (21) 
und (22) bestimmt sind, die Grössen ds und 95 sich beziehungs- 
Nveise mit den («eschwindigkeiten (ods und 0 ändern. Wenn wir 
die Winkel, welche diese Curven mit den entsprechenden Haupt- 
richtungen bilden, beziehungsweise mit ; und 77 bezeichnen, so 
hat man snr Bestimmung derselben die Formeln: 

,in»2«-i-b»-(A-«)(^-»)], (29) 
und 

coB'2n=^~{e — wy, cos2jz = ?i=^4^^- 



t 
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Bis jetzt liAben wir yoraiugeBetst, dass der Werth toh 
von Nnll yerscbieden ist Hat man aber dagegen = 0, so 
muss vor Allem lieryorgelioben weiden, dass in diesem Falle 
eine Schaar von parallelen Minimalgeraden Torhanden ist, welche 
gleichzeitig bei jeder Geschwindigkeit tads und hei jeder Ge- 
schwindigkeit B die Gleichnngen (21) tmd (22) befriedigt. Andere 
Ciirvenschaaren, welche zu den Geschwindigkeiten cotis, beziehungs- 
weise 0 gehören, werden durch die Gleichungen: 

und 

n , dx'^idy . _ , .w— -ö4-y 

bestimmt. Wenn l — fi ist, so stellen diese Formeln die andere 

Schaar der Minimalgeraden vor, hat man ca = B ^ 

so bestimmen sie dieselbe Schaar der Minimalgeraden nnd be- 
stehen diese Beziehungen gleichzeitig, so werden die Gleichnngen 
(21) und (22) identisch für alle l^htnngen erfOllt In diesem 
letzten Falle ist die infinitesimale Transformation eonform. 

5. Um nun die voigefühi-ten Fonneln auf die Charakterisirung 
des gleichmässigen Verhaltens von ds und anzuwenden, beachte 
man, das.s die Bedingung des invarianten Verhaltens einer Diflfe- 
rentiaJgleichung mit Hilfe der Formel: 

bestimmt wird. Hat man nämlich eine Differentialgleichung von 
der Form: 

y = tgA 

wo A eine Function von x, y bezeichnet, so kann man diese Be- 
dingung mit Benutzung der Bezeichnungen (20) in der Fonn: 

V{A) =- « + sin ^A + y cos ^A (30) 

darstellen. 

Wenn wir nun zuerst annehmen, dass /^q von Nidl ver- 
schieden ist, so wird man eine Curvensehaar, längs welcher ds 
mit der Geschwindigkeit mds varürt, durch den Winkel: 

A^g + B (31) 
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definirea kOanen. Soll nun dieses Verhalten gleichm&ssig sein, 
so nrass der Winkel g -\- t die Relation (30) beMedigen^ d. h. es 
muss die Bezieknng bestebent 

U{0) — w+U(e) + ^ (wj — «,) sin 2£ = 0, (32) 

welche ans (30) auf Qnmd der Formeln (25) ohne Weiteres 
folgt Die Beziehung (32) ist eine Differentialgleichang, welche 
man auf Grund der Formeln (29) auch in der Form: 

(»1 (Og) W i/(cö, 0),) (©1 Uifiig) (Og U (Wj)) 

+ 2(0^ fi}|) (w — Ö^) (o C9^) 

+ 2 («1 — 02) VCio, — w) fo) — to. ) ( — ?r) = 0 (33) 

darstellen kann. Diese Differentialgleichung bestimmt alle Winkel 
beziehungsweise alle Geschwindigkeiten ods, für welche r^.«? entlang 
der Gurrenschaar (31) ein gleichmSssiges Verhalten aufweist. 

Wir wollen jetzt annehmen, dass beide Ounrensdiaaren, 
welche der Greschwindigkeit tods zugehörig sind, bei der Trans- 
formation Uf unverilndert bleiben. Wenn dies der Fall ist, so 
besteht die Relation (32) sowohl fOr c &w»h für — und 
die Relation (33) sowohl für das obere als auch für das untere 
Vorzeichen beim Wurzelzeicfaen. Ist also die Gleichmftssigkeit 
YoUkommen, so hat man die Relationen: 

w^Uiß) (34) 

I^W + t(«»i — «0 sm 2« — 0 (35) 

(wj — ca^) — CO l {^io^ — cog) — [wi ^^(wg) — 

+ 2(flii — wg) («> — a>i) (» — «^) «= 0, (36) 

Yon welchen die erste eine Bedingung für die Möglichkeit einer 
vollkommen gleidmilssigen (Geschwindigkeit darstellt Um die 
geometrische Bedeutung dieser Bedingung Idarzustellen,, beachte 
man, dass die Theilchen der Flüssigkeit, welche im Momente t 

die Hauptrichtung g ausmachen, im Momente / -f- ^/ die Richtung 
g -f- IV öt besitzen. Falls aber die Bedingung (^34) statthudet, 
so wird 

die Hauptrichtung im Momente t '\- öU £s folgt also der 
folgende einfache Satz: 

Wmn die infinitesimale Transformation die Hatiptrichtungm 
besügtj so ist es für das voWeommm glächmässige Verhalten der 
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Länge der lAmmdemenU notwendig und hmreidtend, dass bei 
der Ausf&h'nmg der Transformation die Hauptrichtungen erster 

Art stets in ebensolche Hauptrkhhmgen übergehen. Wenn diese 
Bedingung erfidU ist, so hmnrn unendlich viele Curvenschaaren 
hesfinnnt ir erden, Imigs denen das volll'ommen gleichnuissige Vef- 
hcdten von ds stattfindet. Die Winlrl e dieser Cur reu mit den 
Hauptrichtwaien erster Art werden durch die Dijferenii(d(jJeichun£f 
(35) M*^'^ (^i^ zugeliörigen Geschwindigkeiten mds durch die 
Differentialgleichung (36) bestimmt. 

Im Ausnahmefalle J^'^O besteht jedenfalls die Beziehimg : 

2y±{k — ti)i = 0, 

d. h. es bleibt jedenüalls die zugehörige Schaar von parallelen 
Minimalgeraden invariant. Soll* dabei noch die andere Curven- 
Schaar inyariant bleiben, so mnss der Winkel v der fielation: 

ü(v) « w + i^c+s'« 

genfigen. Aus derselben folgt för die Geschwindigkeit tads die 
Bifferentialgleichimg: 

— ^^'*(2» — ./t)(2w — X — ^4: 2wi) =- 0. 

6. üm die Bedingung für das gleichmftssige Verhalten der 
Biehtuug g> zu bekommen, soll bei der Voraussetzung Jq=^ 0 ia. 
der Formel (30) 

A=^h + n 

genommen werden. Mit Benutzung der Formeln (26) folgt die 
Belation: 

VQi) - w — i (ö, — cos 2JT + U{n) = 0, (37) 
welche auch in der Form: 

(e, - 0,) u{0) - d u{0, - 0,) - \p, u{o,) - fl, tr(öi)] 
+ 2(0, - «,)!/(», -«)(«-<>,) mh) - «] - 0 (38) 

geschrieben werden karm. Die erste dieser Diffcrentialgleicliuugen 
bestimmt die Winkel mit den Hauptri( htiinf,'en zweiter Art, die 
zweite bestimmt die zugehörigen Geschwindigkeiten 0 derjenigen 
Currenschaareu, längs welchen 9 sich gleichmässig verhält. 
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Wenn nim beide OnrreiiMibaareiii die der Geschwindigkeit 
Bugeh5ren, inyaxiante CnrreiiBehaaren sind, so besteht die Be- 
dingung (37) sowohl für n wie auch für — 27 und die Be- 
dingung (38) für beide Yorseidieii des Wixraelzeichens. Man hat 
dann die Beziehungen: 



(ßi - 0,) u{0) - 0 ui^o, - 0,) - [6, u{e,) - 6, u(e,)] = o. (42) 



Die Besiehnngen (39) und (40) einerseits, die Beziehungen 
(41) und (42) anderseits sind mit einander ftqniyalent. Die 
Beraehung (41) sagt aus, dass der m^hel II eine Inrariante der 
infinitesimalen Transformation ist Demnach kann man die Be- 
ziehung (39) mit Benutzung der Formeln (27) und (28) in der 
Form sehreiben: 



w = U(g) + (a>, — «2)3, 
wo ^ eine luTaxiante ist. Auf Grund dieser Formeln kann der 



Wem die infinitesimale Transfortnation die Hauptrichtiingen 
beeiM, so isi es für das voUhommen gUidmässige Verhalten der 
S$ditmg der LinkndemeHte mSkumd^ und kkireidiend, dass hei 
der Äusßhirung der TransformaHm die Haujp/friMungen erster 
Art im Momente t nadi der Zeit dt in sdkhe* lUMingen iff>er- 
gthen^ ivddie mU den Han^pMdttungen erster Art im Momente 
St einen Wtnkd (09^ — m^^it htlden. FäUs diese Bedingung 
erfiäU ist, so eg^stiert ein und nur ein JPOar von Curvensdiaaren, 
längs wdt^ien das voUhommen gteiämdssige Yerhiäten von ip statt" 
findet. Die Winkd J7 dieser Curven mit den Hauptrk^tungen 
»weiter Art werden dunSi die Begütig (39) wad die zugehörige 
Gesdnoin^heit 6 dur<0i die Bemdnmg (40) hesHmmf, Längs 
jeder Bakneurve von Uf ist II eine Chnstante, 

Man sieht ohne Weiteres, dass, sobald die vollkommene 
Gleichmässigkeit der Länge dfi möglich ist, auch die vollkommene 
Gleichmässigkeit der Richtung cp statttiudet. Dieselbe besteht für 
die Hauptnch taugen erster Art, welche die einzigen Curven- 
schaaren sind, längs welchen die beiden Grössen ds und y voll- 
kommen gleichmässig variiren können. 



w -= ü{h) — — ö,) OOS 2 II, 

e = r(/o, 



(39) 

(40) 

(40 



folgende Satz ausgesprochen werden: 
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Wenn endlich der Ansnalime&ll J^^O stattfindet, so wird 
folgendes die Bedingung sein, dasB ftosser der Behaar der Minimal- 
geraden noch die andere Corvenscliaar inyariani bleibt: 

ü(e) =: w + yc? 

Diese Bedingung kann anders in der Form: 

yü(^w — Ö) — — e)ü(y) ± 2iy0i^w — = 0 

geschrieben werden. 

7. Diese Entwickelnngen belieben sich nnmittelbar anf die 
stationäre Bewegung einer Flüssigkeit in der Ebene, sie können 
aber auch auf eine nichtstationllre Bewegung übertragen werden. 
Man muss dabei statt (i) das Symbol: 

^f-l', = '^t + ^ (*' *' + »' ') Fy («) 

in Anwendung bringen, und betrachtet man das Verhalten einer 
homogenen Function von äx und äff: 

0(x, y, /, dx, dy)^ 
80 wird man bei der Berechnung TOn 

U^(x, y, t, dstf, äy) = W(x, y. f, dx, dy) 

berücksichtigen müssen, dass die Üitferentiation 6 nach der Zeit 
durch die Formel (43) bestimmt ist, während die Differentiation d 
eine Verschiebung in der Ebene bezeichnet, bei welcher die Zeit 
unverändert bleibt, d. h. dt^O ist. Wenn nun eine Gurven- 
Schaar: 

die DüFerentialgleichung von der Form: 

^(ä-, y, U dy) = Sl(x, y, t)(f(x, y, t, dx, dy\ 

beMedigt, und dabei eine invariante Schaar von Gleichungen der 
infinitesimalen Transfonnation Vf ist, so sagen wir wie früher, 
dass die Function tf> während der Bewegung längs der Ourven- 
schaar JP SB 0 mit der Geschwindigkeit Sl^ sich gUiämäsaig vel^ 
ändert. Wir nennen diese Gleichmässigkeit voWcommm, wenn 
alle Curvenschaaren, welche die Differentialgleichung befriedigen, 
iiivariante Schaaren von ///' siud. 

Auf diese Weise gelten die früheren Enlwickelungeu auch 
für die nichtstationäre Bewegung der Flüssigkeit in der Ebene. 
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Insbesondere, wenn die Bewegung der Flüssigkeit IJauptrichtiuigen 
besitzt, können in Bezug auf die Curven, welche in jedem Punkte 
Hiiuptrichtungen erster Art tangieren, die wiclitigsten Sätze der 
Artikel 5 und 6 so ausgesprochen werden: 

Für (las voUkoiHincn (ibirlnHässKj* Virlaüifn dvr Lit/ujr (irr 
LiniencJemvntr ist es nothicmdig und hin reichend . dass Jede Schaar 
der lltcikhen der FJiissiffl'cif . irelche im 2Iome)de i eine solche 
Currc ausmacht, im Mont' }iie i -\- 6t eine ebensolche Curre bildet. 
Für das volllvommen f/Jeidinuissif/c Verhalten der RirJifiimj ist es 
nothwendig und hinreichend, dass die Theilchen der Fliissif/keit, 
welche im Momente t eine solche Curve bilden, im Momente t -\- St 
eine Curve bilden, welche gegen die Ha/u^trichhuig erster Art um 
den Witücel (w^ — Wg) ^v ^ geneigt ist. 

Vermöge dieser Sätze werden gewisse Kategorien von Be- 
wegungen einer Flüssigkeit in der £bene durch einfiEu^he Differential- 
eigenschaften oharakterisirt. 



Drookfertig erU&rt C. VII. 1900.] 
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SITZUNG VOM 2. JULI 190a 
YfuMigß hielten: 

Herr Wilbblm His, o. M.: „LedihopUut und Angioplast der Wirbel- 
thiere*' (Abhaakdlungen Bd. XXVI No. 4). 

Herr Fribdr. Enget., o. M. : Vorlegung einer Abhandlung von Herrn 
Gkkhärd KowALKwsiu in Leipzig: „Elementvereine nnd Streifen- 
elemente im Ä^^j". 

Herr Ad. Maykr, o. M. : Vorleg'ung einer Abhandlung von Herrn 
J. TuoMAE in Jena: „üeber uitraelliptische Integrale''. 

Gerhard Kowalewski: Elementvereine und Stre'ifmdemente 
im (in der Sitzung vom 2. Juli 1900 vorgelegt durch 

Herrn Fr. Enüel, 0. M.). 

In der Torliegendeii Note wird auf einen bis jetzt nocb nicbt 
explicite eingeführten Begriff aufmerksam gemacht, den Begriff 
Streifenelement. Er kommt implicite in der Theorie der partiellen 
Differentialgleichungen erster Ordnung vor, wo besonders die- 
jenigen Gebilde eine Rolle spielen, welche wir als chcnc Bündel 
rem SfyrifmrlnucHfrn bezeichnen werden. Diese Thatsache tritt 
in keiner Darstellung jener Theorie mit voller Klarheit hervor, 
so dass es keineswegs überliüääig sein d£Lrfte, ausdrücklich auf 
sie hinzuweisen. 

Auch in mancher andern Hinsicht ist, wie wir sehen werden, 
der genannte Begriff von Bedeutung. Nur ein Punkt sei hier 
erwähnt. Herr Enoi,!,^) hat zum ersten Mal die für die Theorie 
der partiellen Differentialgleichungen zweiter Ordnung so wichtige 
Aufgabe gelöst, fiir ein Krümmungselement des It^ eine solche 
analjtische Definition zu finden, die bei Berührungstransfonnationen 
ihren Sinn behält. Unter Benutzung des Begriffs Streifenelement 

1) Die höheren Differentialquotienten. Leipziger Berichte 1893, 
g 468—476. In dieser Arbeit findet man auf S. 475 den Satz i für 
drei Veränderliche dem Wesen nach angegeben. 

M»th.-phyt. ClMM 1900. 8 
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lasst sich f&r ein Krömmungselement des Rn^i eine geometrische 
Definition angeben, deren Invarianz bei Bertthnmgstranflformationen 
erident ist.^) 

Die in dieser Kote dnrobgefflhrten Betracbtungen lassen sieb 
auf Elemente bSberer Ordnung ausdebnen, wo sich dann Besul- 
täte ergeben, die für die Theorie der partiellen Differential- 
gleicb'ongen höherer Ordnung von Nutzen sein können. 

I. 

Streifenelemente nnd ebene Bändel von solchen. 

Einen Verein yon co^ Elementen erster Ordnung nennt man 
nach LiB einen Streifen, Sind im B^j^i 

dio Coordinaten eines Elements erster Ordnung, so wird ein solcher 
Streifen dargestellt durch ein Gleichungssystem 

Die Functionen ^, ^, n müsseD dabei die Bedingung 

t 

f'rtÜUeu. Betrachten wir die Grössen x, z, p als CoordiDaten 
eines Punktes in einem J?2n+i, so entspricht unserm Streifen 
eine Integralcurve der PFAFF'schen Gleichung 

(i) — ^PidXi = ü 

i 

und umgekehrt jeder Integralcurve von (i) ein Streifen im B^^i» 
Das, was einem Linienelement einer solchen Integralcurve ent- 
spricht, wollen vrir ein Streif cndement nennen. Es wird bestimmt 
durch zwei unendlich benachbarte Elemente des Streifens, und 
wir können als seine Bestimmungsstücke die Grössen 

ü'i, . . . , a^n, i?!, . . . , iJ,o '^'^1 : • • «J dx„ : dz : dpi : . . . : dpn 

betrachten, zwischen denen die Relation ( i ) besteht. 

Einem ebenen Bündel von oo'" (wi<C2 w — 1) Linienelementen 
der PFAiF'schen Gleichung (i) ent^rechen oo"* Streifenelemente, 

i) Die Frage nach einer solchen Definition hat mein Freund 
H. LiEBMAMM aulgcworfen. 
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die TOD einem Element (x, jT, p) ausgehen und deren Inbegriff 
wir ein d>eM$ Bündd yon oo"* Streifenelementen oder anch ein 
ebenes Bündd (m l)-ter Stufe von Streifenelementen nennen 
wollen. Alle Ton einem Element (x, z, p) ausgehenden Streifen- 

demente bilden ein ebenes Bündel 2w-ter Stufe. Ein ebenes 

Büudel erster Stufe besteht aus cliniii einzigen Streitoueloraent. 

Bei jeder Bcrühningstranstbmiation geht orteiibar ein ebenes 
Bündel .s-ter Stufe (<? = !,..., 2«) von Ötreifeuelementeu in 
ein eben solches über. 

2. 

Conjogierte Streifenelemente uid BMadel. Nallküuüei. 

Zwei von demselben Element {x, e, p) ausgehende Streifen- 
elemente^) 

(2) [x, p'j dxidg:dp\ (j-, r, j>; dic:djr:d/>) 

können bereits eine gegenüber BerüUrungstransforinationen 111- 
Tanante Eigenschaft haben. Sie können nftmlich einem V'erein 
Ton 00^ Elementen erster Ordnung angehören, d. b. zu Streifen 
gehören, die aus Elementen eines solchen Vereins bestehen. Diese 
Eigenschaft wird offenbar durch BerOhningstransformationen nicht 
aufgehoben. 

Die Gleichungen 

(3) = ^»(t*, v), z t), Pi == ni{u, v) (««1,.. , n) 

stellen einen Verein tou 00' Elementen erster Ordnung dar-), 
wenn die Bedingungen 

erfUlt sind. ' Differentiiert man die erste nach v, die . zweite 
nach u, so ergiebt sich durch Subtraction 

^^Kdudv dvlöu) 
i 

und hieraus nach Multiplicatiou mit du9v — dräu 



1) Natürlich bestehen die Gleichungen d$ — SPidXj -« 0^ 

2) Die Parameter v werden als wesentlich vorausgesetzt. 
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(4) ^{dXiö^i — dpi6xi) = 0, 



weim 



dp, = l^*<J« + ^-J«, 
= I*' + pf* ** - 1^ + II*«, 

du ' ' 

ist» wenn also die beiden Streifsnelemente (2) dem Elementvereia 
(3) angehören. 

Besteht umgekehrt ffir die beiden Streifmelemente (2) die 
Gleichnng (4), so Iftsst sidi leieht ein Verein yon 00* Elementen 
erster Ordnung herstellen, der die beiden Streifenelemente enthftlt. 

Es sei nämlich 

dXi » Oidu, dg » cdu, dpi » hidu 
Sxt = afdv, dg « ySv, üpi — fiiv 
und, da es sich um Streifenelemente bandelt, 

(5) c — ^i^.a» = 0, y —^PiUi == 0. 
Wegen der Gleiohnng (4) ist ausserdem 

(6) ^(flift — M0==O. 

Daim bestiiiiiueu die Gleichungen 

(7) z =g +eu + yv + i(^a^ + 2J5»r + Ci;*), 

in denen 2, P als laufende Coordinaten zu betrachten sind, 
bei passender Wahl der Constanten A, JS, C einen Verein toh 
00' Elementen erster Ordnung, dem offenbar ' die beiden Streifen- 
elemente angehören. Die genannten Constanten brauchen nur so 
bestimmt zu werden, dass die Gleichnng 

dZ -^y^PtdXt = 0 

identisch besteht, dass also identisch 
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c + Au + Bv —^{Pi + hiU + ßiv)ai — 0 , 

y + Bu+Cv —^{Pi + hu + Ptv)ai -= 0 

ist. Dies lässt sich aber unter Berttcksichtigoiig von (5) und (6) 
dadureh erreiehen, dafls man 

setzt. Wir fonimlieren die bisherigen Ergebnisse als 

Satz 1. Zwei StreifeHcIemenie (x, z, dx : dz : dp), (x, z, p; 
öx:dz:öp) des Bh-\-i gehören dann und nur dann einem Verein 
von 00^ Elcmenien erster Ordnmg an, wenn die Gleidmng 

besteht. 

Zwei solche Streifenelemente wollen wir als eonjufjicrt be- 
zeichnen. Dann ist ohne Weiteres klar, dass bei lierührungs- 
transformationen conjugierte Streifenelemente in coiyugierte über- 
gehen, dass also das Gleichnngssystem 



dg 



^ (dXiöpi — dpiöXi) «= ü 



invariant bleibt, was ein bekannter Satz ist. 

Ein ebenes Bündel von Streifenelementen, die paarweise 
conjngiert sind, wollen wir ein Nnllbwulcl nennen, üeber der- 
artige Bündel gilt folgender Satz^): 

Satz ii. Ein ebenes Bündel m-tcr Stufe von Streifenelementen 
gehört dann und nur dann einem Verein van 00"* Mkmenien 
erster Ordnung an, wenn es ein NidlMndel ist}) 

Die Gleichungen 

(8) Xi «= 4<(wi, . . . , w^), ip — ^(wi, . . . , Um), 

Pi » «f(tii, . . tifl») 

i) Für m = 2 ist der Satz bereits oben ItewioseTi imd mit Satz i 
identisch. Da jedes Streiienelemeut mit sich selbst coiijugiert iat, so 
können wir sagen, dasa jedes ebene Bündel erster Stufe ein Null- 
bündel ist. Offenbar gilt dann auch der Sats 2. 
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stellen namHch einen yerein «Ton öoF* Elementen erster Ordnung 
dar^), wenn die Bedingungen 

^-^«'a^ = o -> 

erfüllt sind. Daraus ergiebt sich 

8ind nun (./;. ~, 7^; (Li : <h : dp)^ {.r, r, ö./; : (J^ : dyv) zwei dein 
\'ereine (8) angehörige Ötreifenelemente, bestehen also ausser (8) 
Gleichungen von der Form 

t(j!i=^g7-<'«„ <**=^ef5-<««s. '«i"=^ä^<<«». 

'''-2!d%'«<." 

80 ist wegen (9) 

Das ebene Bündel f»-ter Stufe^ welches aus allen Streifen- 
elementen besteht, die in einem Yerein von 00'" Elementen (xep) 
Ton einem Element aasgehen, ist also ein Nullbändel. 

Sind umgekehrt 

m unabhängige^) Streiteueiemcnte eines NuUbündels m-ter Stufe, 
und seti&t man 

(10) d^xt =— ' a^idu^f d^B » c^du^, d^ps — ■ h^idu^^ 
so ist 

< i 
Die Gleichungen 

_ — e 

i) Die Parameter it, . . ., m^^^ werden als wesentlich vorausgesetst. 
2' d. h. solche, die keinem Bündel von kleinerer Stufenzahl an- 

gehören. 
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Pi + ^^Qi^d 

bestimmen dann bei passender Wahl der Constanten Agn{^^f.o —^ao) 
einen Verein von cxj"* Elementen erster Ordnung, der ofi'eubar 
die m Streifenolemente, mithin das ganze Nullbündel enthält. 
Man hat die genannten Constanten nur so zu bestimmen, dass 
die Gleichung 

dZ —^FidXi 0 
identisch bestehii dass also identisch 

o i a 

ist. Unter Berücksichtigung der Gleichungen (lo) Iftsst sich dies 
dadurch erreichen, dass man 

4 i 

setzt Damit ist der Satz 2 vollständig bewiesen. 

Verstehen wir jetzt unter (x, ~, p\ d„X'. dnZ : d,,})) m un- 
abhängige Streifenelemente eines hcJirhif/en ebenen Jiiindels m-ter 
Stufe, so gentigen diejenigen Streifenelemente, welche /n allen 
Streifenelementeu dieses Bündels conjugiert sind, abgesehen vnn 
der Gleichung öe — ^PiöXj—O den »* unabhängigen^) Gleichungen 

^(Ssßtä^Pi — dpidffXi) = 0. ((, = 1, . . ., m) 

i 

Sie bilden also ein ebenes Bündel (2n — m)-ter Stufe. Beide 
Bündel nennen wir conjugiert. 

Ein ebenes Bündel m-ter Stufe hat mit seinem conjugierten 
Bfindel ein gewisses Bündel ft-ter Stufe (0 ^(t^m) gemein.') 
Die Zahl fi könnte man als den Bar^ des Bttndels bezeichnen. 



1) DasB die Gleichungoi unabhängig sind, folgt aus der Unab- 

l^kngigkeit der ni Streifenelemento. 

2) Der Fall }i = 0 bedeutet, dass die beiden Bündel kein Streifen- 
element gemein haben. 
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Stufe md Bang eines ^bmm BUndds von Streifenelementen Hnä, 

wie man leicht zeigen kann, seine einzigen Invarianten hei Be- 
rührungstrfüu^fortiuifioNrn. 

Bei einem Nullbündei ist der Rang gleich der Stufe. Ein 
Nullbündel ist nämlich in seinein conjugierten Bündel ganz ent- 
halten. Daraus folgt, dass für ein solches Bündel m^2n — m, 
d. h. m < n ist. Daher der 

ScUe 3» Im 7?„4-i gieU es kein Nullbündei von £>treifetv- 
. skmenten, dessen Stufe die Zahl n übertrifft. 

Ein Nullbündei n-ier Stufe ist vor allen anderen ebenen 
Bündeln TOn Streifenelementen dadurch ansgeseichnet^ dasB es mit 
seinem coigngieiten Bttndel zusammenfallt. 

Es ist l^cht zu erkennen, dass jedes NuUbtlndel m-ter 
Stufe (m < n) in <x>*(»-*)-» Nullblindeln (m + l)-ter Stufe ent- 
halten isi Man braucht n&mlich nur ein solches Streifenelement 
des conjugierten Bfbidels hinzuzunehmen, weldies nicht dem Bün- 
del m-ter Stufe angehört. Umgekehrt enthilt jedes NuUbfindel 
(m + l)-ter Stufe oc"' Nullbündel m-ter Stufe. Jedes Nullbündel 
>/<-ter Stufe ist auch in unendlich vielen NulUmndeln w-ter Stufe 
enthalten, wie man durch wiederholte Anwendung des obigen 
Ergebnisses findet. 

Das conjugierte liiindel eines ebenen Bündels \^2h — iVter 
Stufe ist ein ebenes Bündel erster iStuie, d. h. ein einziges Streifen- 
element, welches (als Nullbündel) in dem ersten Bündel (^seinem 
conjugierten) enthalten ist. Wir wollen es als das charaJc- 
ter istische Strcifenelemmt dieses Bündels bezeichnen. Da ein Null- 
bündel ^-ter Stufe mit seinem conjugierten Bündel zusammen- 
faUt, so güt der 

Sat0 4, ARB NiMQindd n-ter Stwfe, w^ehe einem ebenen 
Bündel (2n — l)-ter Stufe von Streifendemenkn tmgMren, ent- 
haUen das diardkterisHsdte Sk-eifenelemeni dieses Biktdds. 

Wir wollen schliesslich nicht unerwähnt lassen, dass man 
ein ebenes Bündel 2ff-ter Stufe als einen ebenen 2^2 n-i mit den 
Streifenelementen als Punkten betrachten kann. Die Gleichung (4) 
bestimmt dann in diesem Räume ein Nullsystem. Jedem Punkt 
entspricht eine hindurchgehende i^'2n — 2)-fach ausgedehnte Ebene 
und umgekehi-t jeder solchen Ebene ein in ihr liegender Punkt. 
Zwei conjugierten ebenen Bündeln von Streifenelementen ent- 
sprechen zwei ebene Punktmiumigfaltigkeiten des Min—'ii ^i® 
Bezug auf das Nullsystem coi\jugiert sind. 
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3« 

Anweiiiiig«!. 

In einem Vereine von oo"* Elementen [x, jsr, p) geht von 
jedem Element ein Nullbündel m-ter Stufe von Btreifenelementen 
aus. Auf Grund von Satz 3 können wir also schliesscn, dass es 
im Rn^i keinen Verein von mehr als 00^ Elementen erster 
Ordnung giebt. 

Stellen die Gleichungen 

(11) Fi(a?, jp, p) — 0, Fn+i(x, g, p)^0 

im jRn+i einen Verein von 00* Elementen erster Ordnung dar, 
so definieren die Gleichungen 

(12) dz—^pidXi = 0, dFi = Ö,..., dF^^i = 0 

ein NoUbflUidel ii-ter Stnfe ron. StreifenelemeiiteD, wenn (x, g, p) 

ein LOsungssjstem von (11) ist Daift diurcli 

(13) dg—^ptdXi^O, dF^^O 

definierte ebene Bündel (2n — l)-ter Stufe ^) enthält das Bündel 
(12), folglich muBS nach Satz 4 das charakteristische Streifen- 
element des ersteren dem letzteren angefadren. Vergleicht man 

mit 

^{ßXidpi — ipidx!) « 0, 
i 

so findet man für das erwähnte charakteristuche Streifenelement 

ö^^^j^^öt, öpr 

I) Sollte für das betrachtete Element {x, g, p) 

sein für alle möglichen dx^, dp^^ so wäre eo ipso [F^FJl = 0. 

(aal,...» n+l) 
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Setzt man diese Ansclrttcke in (12) oder in 

^\W,+t" w) + ^ äü;''^' = " 

än, so ergiebt sich 

Stellen also die Gleicfanngen (11) ^en Verein von oo** Ele- 
menten erster Ordnung dar, so bestehen die Gleiohimgen 
\F^Fa] « 0 ff « 1, ...,«+ 1) infolge von (i i).^) 

Wenn umgekehrt diese Gleichimgen infolge Yon (11) be- 
stehen, so muss die Gleichung dz — ^Pidy,- = 0 eine Folge 
von dFi = 0, • • • , dF„^i = 0 sein, sol)aid (.r, 5, p) eine 
Lösung von (11) ist. Wäre dies nicht der Fall, .so definiei-ten 
die Gleichungen (12) ein ebenes Bündel {n — l)-ter Stufe von 
Streifenelementen. ^) Dieses enthielte nun wegen der Gleichungen 
[J'^pJ'oJ = 0 das ebene Bündel (n + l)-ter Stufe, welches die 
charakteristischen Streifenelemente der n 4* 1 Bündel (13) be- 
stimmen.^ Das ist aber ein Widerspruch. 

Wir haben hiermit einen Beweis für den wichtigen Satz^) 
gewonnen, dass die Qleichnngen (11) dann und nur dann einen 
Verein ron 00" Elementen erster Ordnung .bestunmen, wenn sie 
unabhängig und ausserdem die Gleichungen [F^F^,^ « 0 eine 
Folge von (11) sind. 

Betrachten wir nunmehr, um eine andre Anwendung'* zu 
machen, eine partielle Differentialgleichung erster Ordnung 

(14) F(ißi , . . . , , Jtr , pi . . . jPm) » 0. 

Eine solche Gleichung integrieren heisst nach Lik alle Vereine 
von c5o" Elementen erster Ordnung suchen, die ihr genügen. 

I) Diese Gleichungen sagen aus, dass das zu (12) conjugierto 
Bündel ein Nullbündel ist. Dann ergiebt sich mit Eückaicht auf 
Satz 3 die Umkehruug ebenso einfach. 

3) Hierbei ist vorausgesetBt, dass die Gleichungen (11) unabhängig 
sind. 

3) Es ist nichts andres als das conjugierte Bändd von (12). 

4) Vgl. Lib-Enobl, Tlicurie der Transformationsgruppen, II. S. 96. 
Theor. 11. Der Beweis des Satsies füllt die Seiten 93—95. 
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Jeder solche Verein wird erzeugt, von oo*~** charakteriflüsdieii 
Streifen der Gleichung (14). Ifit Hilfe dmf Begriffe, die wir 
oben eingeführt haben, ergiebt sich dieser fftr die Integrations- 
theorie der partiellen BifiiBrentialgleichimgen erster Ordnung 
fundamentale Sats fost TOn selbst. 

Die Gleichung (14) stellt nämlich eine Mannigfaltigkeit von 
00'" Elementen erster Ordnung dar, die kein Verein ist. Die 
beiden Gleichungen 

(15) dg — ^piditt^O, dF— 0 

i 

sind also, wenn (x, p) ein Element jener Mannigfaltigkeit ist, 
von einander unabhftngig und stellen das ebene Bflndel (3n — l)-ter 
Stufe der Streifenelemente dar, welche in der Mannigfoltigkeit 
Yon dem erwShnten Element ausgehen. Dieses BUndel besttst, 

wie wir wissen, ein charakteristisches Streifenelement. Jedem 
Element der Mannigfaltigkeit (14) entspricht also ein Streifen- 
element. Diese cx;^" Streifenelemente lassen .sich aber zu oo'*""* 
Streifen zusammenfassen^), welche offenbar bei Berührungstrans- 
formationen mit der Mannigfaltigkeit covariant sind. Es sind 
die charakteristischen Streifen der Gleichung (14). Ein Verein 
von 00" Elementen erster Ordnung, welcher der Mannigfaltigkeit 
(14) angehört und etwa das Element (j-, p) enthält, ordnet 
diesem ein Nonnalbündel n-ter Stute von Streifenelemoiiten zu, 
welches in dem Bündel (15) entlialtr-n ist und daher nach Satz 4 
das zu {Xf p) gehörige charakteristische Streitenelemeut ein 
schliefst. 

Die den Flächenelemonten unseres Vereins entsprechenden 
charaktensüschen Streifen elemente Ton (14) gehören also dem 
Verein an, und daraus folgt, dass er Yon ao*~^ charakteristischen 
Streifen erzeugt wird. 

Um die Differentialgleichungen der charakteristischen Streifen 
zu finden, hat man nur das charakteristische Streifenelement dos 
Bltndels (15) zu bestimmen, was durch Vergleichung von 

mit 



i) Dieb folgt aus der Existenz der Lösung eines simultanffii Systems 
gewöhnlicher Difi'erentialgleichungen erster Ordnung. 



uiyiii^ed by Google 



GnHAiD KowALawBii: 



{dxi 6pi — dpi öXi) « 0 

geschieht Dadurch erhält man unter Berücksichtigung von 
de — ^PtdXi » 0 dfts bekaimte GleichimgMfTsteni 

dXf dPi dg 




Fassen wir mit Lie^) diese GleiGhtmgen als die Definitioiis- 
gleichtmgen einer infinitesimalen' IVansfonnation auf, so IBlirt 
diese infinitesimale Transformation (Our Symbol ist [Ff]) jedes 
FlScbenelement von (14) längs des hindurchgehenden diarakteri- 
stisdien Streifens fort. Fuhrt man sie eontinuierlioh auf einen in 
der Mannigfaltigkeit (14) enthaltenen Verein von oo'~^ Elementen 
erster Ordnung aus, der nicht selbst von charakteristischen Streifen 
erzeugt ist, so beschreibt er einen Verein von 00" Elementen, 
der in (14) enthalten ist. Dass es ein Verein wird, folgt daraus, 
dass innerhalb von F = 0 die inhnitesimale Transformation 

also mit einer intinitesimalen Berührungstitinsformation identisch 
ist. Wfthlt man (was ohne Integration möglich ist) den erwähnten 
Verein TWi 00*""* Flächenelementen in allgemeinster Weise, so 
erhält man durch das angegebene Verfahren den allgemeinsten 
Verein von ro" Elementen erster Ordnung, der die Gleichung 
(14) erfüllt. Er wird von den oo*~^ charakteristischen Streifen 
erzeugt, die Ton den Elementen des ersten Vereins ausgehen. 

Haben die beiden partiellen DifGarentialgleiohungen erster 
Ordnung 

(16) F(Xiy .,,Xn, gyPi..., Pn) = Oy 0^0 

einen gemeinsamen Integralverein ^) von 00" Elementen erster 
Ordnung und ist (jc^ p) ein Element desselben, so gehört das 



i j Die hier folgende Betrachtimg gehUrt Lix und ist nur der 

Vollständigkeit wegen beigefügt. 

2) Diese Bezeichnung soll ausdrücken, dass der Verein die beiden 
Gleichungen erfüllt. 



uiyiiized by Google 



EuKBiTvmniB umd SriumriuBnjHnaiTB im -^„^x* lOS 

Ton.ilini anagefaeiide Nvllbllndel fixier Stufe Ton Siraifenelementen 
sowohl dem Bflndel 



als aach dem Bündel 



an. Es enthält also nach Satz 4 die charakteristischen Streifen- 
eleraente dieser beiden Bündel. Da es sich um (ün Nullbündel 
handelt, so sind die beiden Streifenelemente conjugiert. Das erste 
ist definiert durch 

^^'^^^/^^ df + ^'l?)^^' ^^=^i^*|^'^^ 

das zweite durch 

Setzt man diese Werte In 
eiiif so erhält man 

Der den Gleichungen (16) gemeinsame Integralveroiii von 00" 
Elementen erster Ordnung erfüllt also auch die Qleichuug [i''Gr3«=0. 
Das ist ein wohlbekannter Satz. 

£ndlich wollen wir noch kurz auf die Definition einra 
Krammnngselements (Elements zweiter Ordnung) im an- 
gehen. Wenn man eine Mannigfaltigkeit 

g SS ^(xt , • • • , »») 

betrachtet, so gehört zu jedem ihrer Punkte ein Element 

dz cz 

und von ihm geht ein Kullbündel fi-ter Stnfe von Streifen- 
elementen ansy welches durch die Gleichungen 
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definiert wird. Es ist also YoUkommen bestimmt dvreh d^i , . . , ^ 
und die ersten und zweiten Ableitungen von e noch den x. Das 
Umgekehrte gilt offenbar auch, und wir können di^er den In- 
begriff der Grössen 

. . dz c*z ' 

geometrisch darstellen durch jenes iSullhiindel w-ter Stufe. Ein 
Element zweiter Ordmin/f im Ji„+i (d. h. zunäch<?t der In- 
begriff der (xrössen (17 ) n länat siclh also (jfomHrisch hetrat Ilten als 
ein Xullbündel n-ter Stufe von Streifendementen.^) Während nun 
bei Berührungstransiorniutionen die (trössen (17) unter Umstünden 
sinnlos werden, behält die angegebene geometrische Definition 
immer ihren Sinn, und man wird conse(|ut'nter Weise jedes Null- 
bündel M-ter Stufe von Streifenelementen als ein Krümmungs- 
element ansehen müssen, weil alle diese Bündel bei Berühruugs- 
transfonnationen ftquivalent sind. 

i) Vgl. die auf S. 91 ciüerte Arbeit von Ehokl. . 



DnickferUg «rUirl SS. Yll. 1900.] 

■»1 
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J. Thomaa: Uii>er «ItraeUipfische Integrale. (In der Sitzung 
▼om 2. Jnli 1900 TOfrgelegt durch Herrn Ad. Hatbr, o. M.) 

Der Logarithmiis einer Thetafnnction 

— ^(Mi—Ci, -«s? ^in ^12» ^ü«) 

« ^^«**(*ll"»J+«'ll'»l'"t+*ll'"ij+*»''(«l'"l+«l"^) 

ivftchst um bestumnte GrOflsen, wenn man die obere Grenze der 
fiberall endliehen Integtale ff^ 1% Uber tasM Qneiw^rntt der zn- 
gebörigen RiEirAifii'when FlSehe ftbrt Dio Auswerthung dieser 
Grössen durch Penodicitatsmoduln ist an sich einfach, und von 
RiEMAXN gegeben, so hinge man sich mit einer Confrnien/ be- 
gnügt. Es bleibt daini aber ein (gewisses System ganzer Mul- 
tipla von Periodicitätsmodnlen unbestimmt. Will man, was hier 
geschehen soll, dieses System vollständig bestinunen, so muss 
man natürlich ein bestimmtes Querschnittnetz zu Grunde legeu, 
und eine Abänderong desselben wird zn andern Ergebnissen 
fähren. 

§ I* Der ai^ebraiacke Btreick 8^ 0^ die mtgMHge Fläche T 
mi ihre Zeredmetdumg in eine dnfad^ gtiuammeiihänffende T\ 
In dem algebraischen, durch die GrundgrOssen 

s^Yz — Ä| • ß — ' z — Äj • js? — k^' £ — k^' z — k^ 

bestimmten Bereiche setzen wir die Verzweigungswerthe k^k^' -k^ 
als reell imd der Grösse nach geordnet voraus. Die Formeln, 
die wir hior gewinnen wollen, sind analytische IWdionen der k, 

imd können daher als frei von dieser Voraussetzung angesehen 
werden, mir müssen bei Variation der Verzweigungsstellen die 
Tntegrationswoge einer besonderen Aufmerksamkeit unterworfen 
werden, wenn ein Ver/weigungspuuct l)ei Festhalten der übrigen 
um einen oder einige der letzteren herumgeführt "vvird. 

In der zweiblüttrigen KiEMAXN schen Fläche, die zum Bereiciie 
8, z gehört, mögen die Durchsetzongslinien geradlinig zwischen 
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J^i^i hKi hh angenommeiL werden und auf dem 
obem Ufer der ersten im obem Blatte mag 8 als posi- 
tiv imaginftr angenommen werden. Dadureh Ist für den 

weitem Verlauf von 8 die Zugehörigkeit der Werthe 
zum obem oder untern Blatte völlig bestimmt. Die 
punctirten Linien mögen dem untern, die ausgezogenen 
dem obem Blatte angehören. Die Durchsetzungslinien 
sind ebenfalls durch ausgezogene Geradenstücke dar- 
gestellt. Wir ziehen den Querschnitt «j bei K be- 
ginnend lUngs der reellen Achse in der negativen 
Kichtung derselben durch den unendlich fernen Ponct 
hindurch im obem Blatte bis zum Puncte k^^ umgehen 
denselben negativ in einem (unendlich) kleinen Kreise 
und gehen nun auf demselben Wege in entgegengesetzter 
Biditnng und im unteren Blatte nadt ki znrflok, um 
mittels einer negativen Umkreisung dieses Ponctes den 
Querschnitt zu schliessen. Bie Benennung des bei dieser 
Zugrichtung zur linken liegendien Ufers als das positive 
geschieht wie herkÖmmHeh. Vom positiven Ufer von 
im untern Blatte bei ziehen wir einen zweiten 
Querschnitt ganz im untern Blatte bleibend erst auf 
dem obera Ufer der Durchsetzungslinie Ä^Aj dann nach 
Umkreisung des Punctes Jc^ auf dem untern Ufer der- 
selben Linie entlang nach Ä'^ und lun hemm bis zu 
dem dem Ausgangspuncte auf rfj auf dem andern (dem 
negativen) Ufer gegenüberliegendem Puncte zurück. 
Die Schnittpuncte der beiden Querschnitte sollen Achsel« 
puncte heissen und mit 

gekennzeichnet \v erden, so dass z. B. A'^ der Achsel- 
punct ist, der auf dem positiven Ufer von und auf 
dem negativen von liegt. 

Die weitere ZerscliiHMdung von 7' durch die Quer- 
schnitte a., K ist dureh die beistehende Figur hinreichend 
klar kenntlich gemacht Die Achselpuncte dieses 
Systems sollen analog wie vorhin mit 

bezeichnet werden. Die so zerschnittene Fläche werde 
mit T' bezeichnet, sie ist zwar noch nicht einfach 
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«Dsainmenhängend, sondern es müssten dam noch die beiden 

Qnersclmittsysteme , durch eine Linie e Terbcmdeii werden. 

Da aber die hier in Betracht kommenden Functionen zu beiden 
Seiten der Linie c dieselben Werthc annehmen, so kann von der 
Einzeiehnimg dieser Linie abgesehen worden. 

(Die Figur wurde des Raumes wegen um 10*^ gedreht, so 
dass in ihr das hier als oberes Ufer gekennzeichnete in dieser 
Figur das linke Ufer ist.) 

§ 2. Die einfachsten Intcr/rale erster Gaiinng und ihre 
J^riodicitäfsmodidn, Es giebt /^\<'i linear unabhüugige Integrale 
erster Gattung durch die alle übrigen als lineare homogene Func- 
tionen mit constanteu Coefficienten darstellbar sind. Es empüehlt 
Bich zu dieser Darstellung die beiden folgenden zu wählen, 

dz r \ I {»—K)^» 

Die Grosse Aft^^ um die tc^ auf dem positiven Ufer von 
ciy grösser ist als auf dem negativen, und die GrOsse B^iv um 
die Wft auf dem positiven Ufer von hy grösser ist als auf dem 

negativen, heisscn die Periodicitiitsmoduln dieser Function, sie 
werden durch bestimmte Integrale dargtstellt. In den hierauf 
bezüglichen Integralen sollen die Integrationswege geradlinig im 
obern Blatte, und wenn sich dort Durchsetzuiigslinien vortiuden, 
auf dem obern Ufer derselben genommen werden. So ist 

In den folgenden Fonnelu bedeutet ~j-r positiv bez. negativ 
reell, und positiv oder negativ imaginär. 

J^ist — -ßiiis^zh**» ^ifist — i, .Bijist-f-f. 

ist — t, ist — r , ^22 ^* — ' » + ^' 

Das Vorzeichen von B^^ hängt von der gegenseitigen I^age 
der A*: ab, giebt es für kik^"k^ einen Öymmetriepuuct, so ist 
■»11 = 0. 

Matb.-pbys. Clane IMO. 9 
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Wollte man die Flache T' duich diese Integrale auf die tr^- 
nnd Wg-Ehene abbilden, 80 wäre za beachten, dass die Ver- 
zweigungsstellen, 'Vio z = cx) 5 « 00 und e = Jci s==o ent- 
sprechen, auf den Band der Bilder fallen, und dass deshalb 
diese Bilder Stücke dieser Ebene nur einiGMdi bedecken könnten. 
Wir begnügen uns aber damit, nachher die Abbildung dorch 
ein transoendent normirtes Inte^^ nSher ins Auge su ÜEttsen. 

Die Aehselwerthe Ton «r, «r, sollen mit 

w^M^. w^'^, w-', W++, w+-, w--bü<^ht 

mit 

W++, W+-, W^+, W^-; W++, W+-, Ifä-bei«,^ 

bezeichnet werden. 

§ 3. Die tramcendent mrmirten . Integrale erskr Qatimg 
md ihre Peru^dkiJUüamoäMl/n, Es sei 

'^i""]^!' lull' *^*^~rxi' ^ ^\A\ 

so ist 1^1 reell und die « nnd rein imaginär, ihr Vorzsiehen 
findet sich nachher. Wir bilden die Integrale 

Dann ist aut dem positiven Ufer von um 
auf dem positiven Ufer von \ um 

' ♦ 

grosser als auf dem negativen. Nach Bibmann's Sätzen, be- 
treffend die Convergenz da- Thetareihen, ist Tj, positiv imaginir. 

Die weiteren Periodicitütsmodulu giebt die Tabelle: 

bei % di Os 

ist der Modul von tfi»! 0 r^^ 

und es sind Ti^t^^ posiÜY imaginäre Grössen, Ti^^t^i ist eben- 
&lls rein ima^ginär. Die Function dv^*^* wird, von den un- 
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endlieb fernen Pnncten der fläche T abgesehen, sweimal Null, 
und zwar in übereinander liegenden Pnncten. Da nim 

ist, so verschwindet du^ in der /weiten Ordnung für einen 
reellen Werth von z zwischen Jc^ und l\. Es ist deshalb für 
reell wachsende z im obem Blatte, und auf den olx i ii nV'rn der 
Durchsetzungslioien, zwischen und positiv, weil 



f. 



ist Zwischen und ist deshalb du^ positiv imaginär, 
zwischen Jc^ und ist du^ anfänglich negaüy reell, am Ende 
aber positiv reell, und zwischen und A^j^ ist du^ positiv ima- 
ginär. Da nun 



ist, so muss negativ imaginär sein. 

Die Warthe (Ji\) «g (k^) kömien willkürlich angenommen 

werden. In der folgenden Tabelle für die Verzweigungswerthe 
ist über die Anfangs werthe so verlügt, dass die bekannte ßiE- 
MANN'sche Bedingung erfüllt ist. 

2«i(Ai), 2«i(Ä,), 2fii(Äi), 2«i(*4), 2iH(Ai), 2tii(Ä^), 
2ti,(Ä:,), 2«,(Ai), 2ti,(ft,), SugCA^), 2ii,(A^), . 

Hieraus bestimmen sich die Achselwerthe U^'^U^'^U^'^ 
' ' Functionen % , sie sind zum Theil den Ter- 

zweigungswerthen glei<dr, zum Theil um einen Periodidtätsmodul 
davon verschieden. 

Das Differential dUi ist für kleine Werthe von g — k^ 
nahe a^^deis^ und da s dort positiv imaginär, das Differential 
positiv reell ist, so muss t)Cii^Ä^:\A\ ebenfalls positiv ima- 
ginär, 1^1 negativ reell sein. Damit sind die Vorzeichen von 
"i2 %i ^^22 bestimmt. Die Determinante I/ttt!« — 7t''*|T|=s 
— n;^IJ5|:M| muss nach den Sätzen über die Convergeuz der 
Thetafunctiüuen positiv reell sein. Daraus fliesst, dass \B\ eine 
positiv reelle Grösse ist 

0* 
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Dfts Differential unter dem Integral 

^fl!!^'** — 

dessen Integrationsweg im obem Blatte yerlftuft, wechselt auf 

diesem Wege sein Zeichen nicht. In der Nähe von ist es 
nahe a^^dz : f!. Dort ist 5 negativ reell, «12 ~ — -^21 • 1^1 
negativ imaginlir, also ist 'Ci^ = 'c^i negativ imaginär, was wir 
schon einmal fanden. 

§ 4. Ahbildmig der Fläche T' ftxf die n^^- Ebene. Es werdo 
?/, (.s, z) — (Aj } = u gesetzt. Führt man z in T' in negativer 
liitihtung über das negative Ufer von 6^, so erhält u bei A-^ den 

Wert und bei im 

«ir^'VV K Puncte^+~ den Werth 

1. Es bildet sich das 
negative Ufer von \ 
in der t^-Ebene auf die 
Gerade zwischen 0 und 
1 monoton ab, ich 
meine so, da.ss einer 
einheitlichen Zugrich- 
tnng in T' eine ein- 
heitliche Zugrichtimg 
in der ?/- Ebene ent- 
spricht f'ührt man z 
weiter über das posi- 
tive Ufer von Aj, von 
«^-^-■^ «^V'Z V ^f^:y .1+- mwh bei 

so durchlftuft u der 

imagin&ren Achse parallel die Gerade von 1 bis 1 4~ monoton, 

und 1 4" i entspricht dem Puncte Ä*g auf dem positiven 
Ufer von w,. Führt man weiter s über das positive Ufer 

von von •^^'^ nach ^17"^» so durchläuft n die Gerade zwischen 
1 -|- ^11 ^11 monoton, und ruckt endlich s ISngs oT von 
^ nach il^ , so durchlftuft u die imaginSre Achse von r^^ 
bis 0 monoton. Wegen der Winkelirene muss das Bild von T' 
sur linken, also im Innern des Rechtecks 0, 1, l-f-r^^, r^^ 
liegen. Soll dasselbe Theile der ti-Ebene mehrfach bedecken, so 
müssen die vei-schiedenen Blätter dieser liedeckimg durcli Vei- 
iweiguugspuucU' mil einuiider verbunden sein. Nun wird aber 
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du=^dui nur suf dem Quenchnitt b^^ und swar zwoimal (In 
fibereinander liegenden Punoten Ton 2^ iinendlioh. klein «weiter 
Ordnung. Es sind demnaeh im Innern von T* keine Vensweigungs- 
puncte vorhanden, und es kann u das Rechteck nur einfach 
bedecken. Da aber der Flächeuinhalt des Bildes von wie 
RiEMAXN beweist — '^Tj, ist, so muss das Hild von 2" das 
Rechteck auch wirklich überall bedecken. Befände sich im 
Innern des Kcchtecks irg^^ndwo ein Loch, so könnten dessen 
Berandungen Theilen des Querschnittsy.stems entsprechen. 
Die Unte|»uchung der Bilder dieser Querschnitte ergiebf aber, 
dass diese oder Theile davon nicht die Begrenzung eines iioches 
bilden können, denn diese liiMtT werden von Btürken gerader 
Linien gebildet, wegen der Realität der k. Durehl&uft u das po- 
sitiTe Ufer des Qnerschnittes monoton, so wächst es um die nega- 

tiT imaginäre Grösse r^^, u geht daher von der entsprechenden 

Stelle, wo es den Wertii ü'^~~ — '^iQ'i) monoton senkrecht nach 

unten bis zu der Ä^'^ entsprechenden Stelle. Das andre Ufer 
dieser Linie entspricht dem andern Ufer von n^, weil ii zu 
beiden Seiten dieses Querschnittes denselben Werth hat Den 
beiden Ufem von entsprechen zwei parallele Stücke von ge- 
raden der reellen Achse parallelen Linien, aber nicht monoton. 

Fohren wir g von der Stelle über das negative Ufer von 

ftg, so wächst u zunächst um reelle Werthe, und ISuffc in der 

M-Ebene bis an die Stelle V'^, an dir du sein Zeichen wechselt. 
Von da nimmt u ab um bei /.•., wieder im Ausgangspunrto an- 
zukommen, geht dann monoton nach links weiter bis zum 
Puncte V'j, um von da längs derselben Linie (rückwärts) zum 

Ausgangspuncte, der entspricht, zurück zu kehren. Dem 

positiven Ufer von entspricht in gleicher Weise eine parallele 
Linie, die nm it^ nach nnten verschoben ist. liegen 
symmetrisch in Bezug anf das Bild von Es ist nun klar, 
dass die Bilder von Oj^h^ kein Loch im Rechteck begrenzen 
können, und dass deshalb diese Bilder, so wie die Pnnete V^^ \\ 
im Innern des Rechteckes liegen müssen, und es folgt daraus 
weiter, dass J dUi über Theile von erstreckt, deren Bilder nur 
iiul' einer Seite des Bildes von liegen, immer kleiner als l ist. 

Ersetzt man den Querschnitt h.y durch einen andeuj, dor sich 
nicht uneinilich nahn an die Durchsetzungslinie l'^l'^ anschmiegt, 
der etwa eine Ellipse bildet, in der k^k^ Scheitelpuncte sind, ao 
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wird dadurch ein dareh das Bild yoii begrenstes StOck in 
das Rechteck eingeschalteti in dem die ti-BIbene doppelt bedeckt 
ist, fOr das die Gerade K Dnrchsetzungslinie isi Da der 

Querschnitt ft» <^urch k^k^ geht, wo u denselben Werth annimrat, 
so ist das Bild dieses Querschnittes lemniscaten artig, und da^ die 

?r-Ebene zum zweiten Mal 
i* t*T^ bedeckende Stück lehnt 

sich au das Bild von 
wie ein Akazienblätter- 
paar an seinen ätcngel; 
die Bippe jedes Blattes 
entspricht der Durch- 
setznngslinie. An dem 
andern Ende des Bildes 
von Oy wild ans demBecht- 
eck ein ebenso grosses, 

durch das Bild von 5^ 

begrenztes Ebenenstück 
herausgeschnitten , über 
dem die m- Ebene gar 
nicht bedeckt ist. 

Ein ganz ähnliches 

Eechteck liefert natürlich die Abbildung von T' durch f<^, und 
man schliesst ans demselben » dass Jdu^ über Teile Ton \ er- 
streckt, deren Bilder nur auf einer Seite des Bildes von a| liegen, 
immer kleiner als j ist 

§ 5. Wie ändert sich \g(^{{ii — e)\ wenn die Variabele z 
über einen Querschnitt f/eführt tvird. Die Function lg ■O' ((w — c)) 
ist für jede Stelle 5, ,r in T' nur bis auf ein Multiplum von 2 /7r 
'bestimmt. Nimmt mau den Werth dieser Function, also auch den 
dieses Multipiums von 2 in an einer bestimmten Stelle s^z^ als ge- 
geben an und geht von ihm stetig zu einer andern Stelle über, so 
ist für diese letztere Stelle das entsprechende Multiplum von 
durch das Princip der stetigen Fortsetzung bestinunt. Jeder Quer- 
schnitt ist in T eine geschlossene Curve. Hier soll untersucht wer- 
den, um welches Multiplum von '2 in sich lg^((w — e)) ändert, wenn 
5, z über einen solchen Querschnitt geführt wird. Bei der von uns 
getroffenen Wahl der Anfangswerthe Yon u^u^ ist nach Bibmann 
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wenn cc*^^a^^\ t^^a^^ die Werthe Yon u^u^ flind, die diese Func- 
tionen in den beiden Nnllstellen der Fonetion 4^((u — e)) in T * 
annehmen. Wir wollen hier aber nicht nur die Congruenz, sondern 
die ToUe Gleichheit 



über das ganze QuerachnittBjstem, also über die podtiTen nnd 
negativen TJfer in gleiehbldbender, etwa in positiver Bichtang, 
so hat dasselbe einerseits den Werth 



Sa, {4 d lg^+- ujd IgO +SMd lg^+- ujd lg#-) 



wobei die obem Indioes H bedenten, dass die Werthe yon 

u nnd ^ anf dem positiven oder negativen Ufer des an das 
Integral augehängten Integrationsweges zu nehmen sind. Bei 

und ist bei h, ist e-"<"^""'»' ^- 

bei ist g-2(«^-ei).«-r„/^^- ^„ 1 erhalten wu- 

somit die Beziehnng 



voraussetzen. 

Erstreckt man das Integral 



Andrerseits aber ist das Integral gleich 



+ X, + hl) d lg «r d lg o 
+/.,((«r+ ig^"**- % d lg*") 




+ ^J\d ig^"^+ na/*.^ Ig^"^- 



Nun ist 



/«.««lg* 
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wo eine ganze Zahl ist, nm deren Bestimmnng es sieh eben 
hier handelt. Das Integral ist ttber das negative Uf«r T<m 

erstreckt, nlihme man es über das positiTe, so wSre dnreh 

ü^~= 1 ^'U ersetzen. Das (icsamiutergebniss über beide 

Integi-ationswege miiss aber dasselbe sein, sodass» dui'cb ^^-j- 1 
zu ersetzen ist, und sieb ergiebt 

X_ d lg»+- 2(1 + yO<« — «i)<« - i'hi 

Dabei ist 

Ferner ist 



ui dlg — » — 2«« I ui du. 



= — fTt -{- 2/7t 

Wft,^^ lg^"*"= 2Aii«rii, 

wo //j eine ganze Zabl ist, die ebenfalls ihrer Ei*mittelung nocb 
entgegensiebt. Da weiter 

J*^d Ig^ == J*^d Ig^ + J lg^"^= 2hiin -f 2i7t J^^^h 
ist, so folgt 

J,d\g^-=^2(h^-l)m. 

Weiterhin ist 

wo eine ganze Zabl ist. .Fassen wir alles zusammen, und 
beben den Faktor l'/tc uud den mit i\ = * + «j' behafteten 
Posten Ibrt, so erhalten wir 

/^(V- i^J")^«. = + i + (Ä. - i) % + + 

^9i + '^ni + (^'2 — 1) ^12- 
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Die linke Seite ist reell, und nadi einer oben über fdu^ 
gemachten Bemerkung kleiner als 1, es miib cUshalb 

$ein, womit diese Grössen bestimmt sind. Dass die linke Seite 
Null ist, kann Übrigens direet gezeigt werden, indem man die 
Integrationselemente so paart, dass sie sich gegenseitig aufheben. 

. § 6. Fort8et0un0, Das 4(ber die Begrenmtng von er- 
strecke Integral Ju^ ä lg ^. Der Werth dieses Integrals ist einerseits 

Andrerseits ist das Integral gleich 
fa^^^ log — «fd log d~ +S^u;t^ 1« ^"^-^ «Tdlg^", 
+ f,,^id 1& ^"^ — <d lg +f^{u^d lg d+ - w-dlg^ , 

Erwägen wir, dass analog wie im vorifrcn Paragraphen 
das hier zuletzt stehonde Integral Null ist, und heben wir in den 
beiden für fu^d lg O gefundenen Ausdrücken den Factor 2in 
und den Posten e^ fort, so gewinnen wir die Gleichung 

r> — 1 + <!r, + //jijji + (Äg — 1) 

aus der sich ergiebt 

und es stimmen die beiden letzten Zalilen mit den oben gefundenen 
überein. Damit ist unser Ziel erreicht. 

§ 7. ZiisiuniiuHstdhing. Sind c/,"' (<i?* die Werthe, die 
?/j?/2 in zwei Puncten d<>r Fläche T' amiehmeii. und sind die 
Anfangswerthe der Integrale it^ u., wie im §3 normirt, wobei T 
durch das Querschnittsystem des § 2 in 2" zerschnitten ist, und wird 
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angenommen, so ist 

/^d lg ^ ((w — e)) « — 2(u(Äj) — ej) »jr — TiiIä 

y d lg ((« — e)) =a= — 2t« — 2(1/2(^1) — — ''2)** — »«^21 

X lg — e)) - 0, X lg ^-((1» - «)) 2i«, 

lg ^^«« — e)) « 2f«, /^d lg *-((u — 6» = 0. 
Die Auswerthung dieser Integrale für den Fall 

ist hiermit gegeben. Die Auswerthung für den Fall 

die offenbar von r/^r/^ unabhängig ist, macht nun keine Öcliwierig- 
keiteu. 



Druckfertlg erkltrt i, vm. 1900.] 
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SITZUNG VOM 30. JULI 1900. 

Vorträge hifltt-n : 

Herr W. Osi wai.d, o. M. : L'el»er < JbertliUheuspannuug fester iCörper. 
Herr J. Wjsliciünls, o. M.: Da» Isostilbeu. 

Johaanes Wiaiiceuus: Das Isostilbm. 

Vor drei Jahren^) konnte idi der mathematisch - physischen 
Classe Mittheiluug von der Herstellong der heiden geometrisch- 
isomeren Pseudobatylene, d.h. der symmetrischen Dimethyläthylene 

CH3 . CM CH, • CH 
CIL.CH:CH.CH. = ,. und" 11 

CH3.CH H.C.CH3 

als des ersten Beispieles der Existenz stereoisomerer ungesättigter 
Kohlenwasserstoffe, an denen es bisher gefehlt hatte, machen. 
Mehrfache, in meinem Laboratoriom angestellte Versuche, anch 
das noch fehlende Diphenylftthylen oder Isostilben, das Isomere 
des bei 124^ schmelzenden Stilhens C,H5 • CH : CH - C^Hg zn be- 
reiten, führten zwar zu Andeutungen von der Existenz eines 
ft>lehen Kohlenwasserstoffes, aber nicht zur Bildung grösserer und 
isolirbarer Mengen desselben neben dem stets in vorwiegender 
QuantiMt entstehenden gewöhnlichen Stilben; dagegen wurde') 
^as dem Stilbendihromür entsprechende Isostill>endihroniür und die 
beiden stereoisoniereii Monobromstilbene gewunueu und auf ihre 
geometrisch I' Koustitution untersnrht. 

Bei der Ven-iniguiig von Stilbeu mit Brom entsteht neben 
dem längst bekannten und weitaus vorwiegenden «Stilbendibroniür, 
welches hei 237^ schmilzt und sich bei gewöhnlicher Temperatur 
in 4700 Xheilen Alkohol und 1025 Theileu Aether löst, stets 

1) Diese Berichte 49. 307 fi<S«)7\ 

2} Wisi.icExus und Sbklkk, Berichte der Deutscheu chemischen öe- 

'^^••schaft 28, 26<)3 . 

Matb.-pbys. Clause 11»UU. 10 
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etwas (5 — 17 pct) eines schon bei iio*^ schmelzenden, in 
25,2 Theilon Alkohol und 3,7 Tlieileu Aether löslichen Isomeren, 
das als jSStilbendibromür bf'zeichnct wurde. Beide Dibromfire 
wurden durch i Mol. Alkali in alkoholischer LQsung in zwei 
wiederum verschiedene Monobromstübene ftbergefÜhrt: 

C.Hg CHBr . CHBr CgH, + KOH 
^ KBr + 11,0 + CcHj • CH : CBr • C^Hß 

und zwar lieferte das rcDibrnmür von 237** Schmclzp. ein flüssiges, 
auch bei starkem Abkühlen nicht erstarrendes Bromstilben, das 
jSStilbendibromüi' dagegen ein festos Isomeres, dessen Schmelz- 
punkt bei 31^ gefunden wurde. Da das letztere sich mit einem 
Alkaliüberschusse sehr leicht in Toi an umwandeln liess 

CJL, • CH : CBr • C,H, + KOH = KBr + H.>0 -f ( ',.H, . C ? C • C^H, , 

so niusste es Brom und Wasserstoff in correspoudirt iider Stellung 
enthalten, also das plansymmetrische Bromstilben 

. C . H 

CßH., • C • Br 

sein. Das flüssige Isomere daLre^en wurde unter gleichen Be- 
dingungen nur sehr langsam angegriü'eu, war demnach das cen- 
trisch-symmetrische Bromstilbeu 

• C • H 

Br . C • CßH, 

Aus diesen Tllat^^a('hen ergab sich für das gewöhnliche 
Stilben die plansynimetrische Formel, denn nur diese konnte 
auf den eingeschlagenen Wegen das durch Alkali schwer zersetz- 
bare centrisch- symmetrische Bromstilben oder Bromisostilbeu 
liefern: 

CABr H Haa^Br H CeH, 

«A-C-H -c ^ C _HBr- T 

G«H5 Br H CgHs Br H <^9^ö 
^ Brom- 
Stilben 124« Schmp. «Stilbendibromür isostilben 

257" Schmp. flüssig. 

Von einem centrisch^symmetrischen Isostilben da- 
gegen konnte sich in analoger Weise das feste, durch Alkali 
leicht zersetzbare plansymmetrische feste Bromstilben ableiten. 
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HBrC,H. C^,HBr c.H, H 

H-c-c,H - r _ r Y 

C.Hä-C-U (• c C 

T ' Brom-" 

Isoslilben ß oder Iiostilbendibromlir stilben 

(unbekannt) „o« Schmp. 3i»8cbmp. 

Das Isostilben musste also noch gesucht werden. 

Die erste deutliche Kunde von der Existenz des Isostilbens 
gaben Ii. Otto und F. Stoffel*), als sie ans den ])eiden Stilben- 
dibromtiren durch Erhitzen mit Natriumthiophenylat die Broni- 
atonie herausnahmen. Dabei giny das bei 237® schmelzende 
aDibromüi-, wie nach unseren Anschauungen zu erwarten war, 
wieder in gewöhnliches, bei 124° schmelzendes Stilben über, 
während das ß- oder Isostilbendibromür ( 1 10*^ Schmp.) neben 
Phenyldisulfid ein schwefelfreies Gel lieferte, welches Otto und 
Stoffki. „unter allem Vorbehalte*^ als das lange vergeblich ge- 
suchte Isostilben anspradien; 

? + 2CA.SNa = 2NaBr + (CA).S, + n * " 
HBr"c,H5 

Analysen dieses Oeles veröfifentlichten sie nicht und über seine 
sonstigen Eigenschaften führten sie nur an, dass es sich mit 
Bn ni „wesentlich" zu dem bei 237** schmelzenden aDibromür ver- 
binde, und in Kältemisehungen, aber aueh im Sonnenlichte KiystaUe 
(Stilben?) abscheide. 

Ich selbst war in jener Zeit mit Versuehen besehiftigt, aus 
dem flüssigen Monobromstilben, das nach seinem Verhalten zu 
Alkali Monobromisostilben sein musste, unter Ersetzung des 
Bromatomes durch Wasserstoff das Isostilben zu gewinnen: 

CÄ*!;-« +2H-HBr+^«"^' h'^ 
Br-C CgH^ H C - CA 

Nachdem ich mich von der ( Jangbarkeit dieses Weges über- 
zeugt hatte, übertrug ich die weitere Verfolgung Herrn cand. ehem. 



1) Berichte der Deutscheu ehem. Oes. 30, 1799 (1Ö97). 

10» 
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Mobitz Jahbmabkt, der sie dann auch bestens dnrcbgefnhrt hat. 
Seine Versnobe haben in der Hauptsache Folgfeades ergeben: 

({rössero Möiigen des bei 237^ sehmolzenden a Stilbendibromiirs 
wurden (lurch ehvas mehr als i Mol. Aetzkali zunächst in das 
WisLK KNTs-SKKhKR'sche üüge M( »uübromstilbeu verwandelt. Das- 
selbe blieb in der Tliat auch bei iänperem Stehen im Eis-Kochsalz- 
gemische flüssig, erstarrte aber in einem Gemenge von Kohlensäure- 
schuee und Aerher vollst n dig. Als das auf — 18** abgfekühlte 
Oel mit einer kleinen Meng© dieses festen Produktes geimpft 
wurde, trat ebenfalls Erstarrung ein, wobei ein mit der Kugel 
eingesenktes Thermometer — 11^ angab. Aus einem ebenfalls 
mit Eis-Kochsalz gekühlten Gemische dieses Gels mit dem gleichen 
Volum Alkohol aber schieden sich beim Impfen farblose lange 
Nadeln ab, die nach dem Abgiessen der Mutterlauge und Ab- 
pressen auf kalten Thonscherben bei 17^ schmolzen und sich 
nun leicht aus warmem Alkohol bei Winterkilte umkrystallisiren 
Hessen, wodurch sie bald den constant bleibenden Schmelzpunkt 
-|- 19^ annahmen. Bei Zimmertemperatur zerfliesscn sie leicht 
und bleiben dann auch bei lange flüssig. Ihr Broragehalt 
entspriclit dem des Mduobromstilbens (berechnet 30,8g pct für 
Cj^HjjBr), ih'un CS wiuden 30,70 und 30,75 pct gefunden. Durch 
Alkali wurden sie, ganz wie die noch nicht erstarrte ölige Ver- 
bindung, sehr laugsam im Vergleiche zu dem bei 31^ schmelzenden 
Isomeren zersetzt und in Tolan übergeführt. 

So lieferten beim Erwärmen mit i Mol. Aetzkali iu gleich 
concentrirten alkoholischen Lösungen nach Bestimmung der ab- 
gespaltenen Brommengen 

Die Zersetzuugsbeträge auf? 

£rhitEungsdaaer Temperatur Bromitostilben Br^mistübett 

19* Scfamp. 31* Schmp. 

20 Ifinuten 65^ 0,09 pct 20,39 P^t 

i^o „ 65» 3,75 „ 94,43 „ 

120 „ 65« 3,98 „ 94,50 „ 

Danach ist unfiraglich der bei 19® schmelzende Kdrper das 
reine Bromisostilben. 

Dieses BromisostUben wurde nun in eisessigsaurer oder alko- 
holischer Lösung mit Keduktionsmitteln behandelt, und zwar l)is 

das durch F.ingicsseii in Wasser abgeschiedene Produkt sich als 
brüinfrei erwies. Dasselbe war nie ein einheitlicher Körper, 
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sondern bestand stets aus festem gewöhnlichen Stilben und einem 
anch in starker Eilte nicht erstanrenden Oele. Zn ihrer Trennung 
wurde das Gemisch stark abgekühlt, das ansgeschiedene Stilben 

auf ebenfalls erkälteten sogen. Absorptionsblöckon aus compri- 
mirter Cellulose gesanunelt und für sich gewogen. Das aufgesogene 
Oel wurde den Celluloseblöcken mit Aether entzogen und naeh 
dem Verdunsten der liösung in tarirt'H Köll»ehen gewo^'eii. Man 
erhielt es so als bei vollkouniien flüssifj bleibende Masse, 
welche bei langem Stehen bei Winterkulte von ca. — noch 
einige Krystnllchen von Stilben abschied, die ebenso auf Ab- 
SOfptionsblöcken gesammelt wurden. 

Als das Mouobromstilben von 31" Schmelzp. ebenso behandelt 
WQide, traten meist die gleichen Erscheinungen ein mit dem 
Unterschiede jedoch, dass die Menge des Oeles stets viel geringer, 
die des festen Stilbens wesentlich grösser war, als bei gleich- 
artiger Bednktion des Bromisostilbens. Bei Behandlung der eis- 
essigsauren Lösung mit Natriumamalgam entstand ans Bromstilben 
(31^ Schmp.) sogar nur festes Stilben. ITeber den quantitativen 
Verlauf der Reduktion mit verschiedenen Mitteln giebt folgende 
Tabelle Aufschluss: 

Ee lieferten in Procenten 





Bronistilbeii 


BroDii 


8oslilben 


Jiedakiiousmittel 


31" 


8(hiup. 




Schmp. 




Oel 


Stilben 


Oel 


ätUben 


Eisessig und Zinkstaub . . 




70 


65 


35 


Eisessig u. Natriumamalgam 


0 


100 


32 n.43 


68 u. 57 


Alkohol u. Natriumamalgam 










bn stetigem Sättigen mit CO^ 


? 


? 


45 


55 


QOprooentiger Alkohol und 










Zinkstaub ohne Säure . . 


53 


47 


87 U.83 


13 u. 17 



Bei dem Versuche, dieses Oel zu destilliren, geht es ohne 
sonstige Zersetzung in festes Stiiben über. Erhält man es in 
langhalsigem EÖlbchen für längere Zeit im Sieden, so zeigt das 
Thnmometer anfangs 277^, steigt aber allmShlich auf 300^ und 
darüber (Siedep. des festen Stilbens 306 — 307® i. T>.) und erstarrt 
dann beim Erkalten fast vollstiiiidi;.' zu festem, nach dem Um- 
iarystallisiren bei 124*^ schmelzen<leiii Stilben. 

Im Vacuum findet diese Umsetzung nicht statt, liei 1 2 nun 
Bruck ging das Oel zwischen 139^ und 14^" unverändert und 
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farblos über und schied nun auoh bei - 1 6^ bis — 20*^ lioine 
Krystalle ab. Festos Stilben dagegen desiillirt in gleich hohem 
Yacuum l)ei 166 167^. 

Bei der Analyse lieterte das Oel Werthe, welche dem für die 
Stilbenformel berechneten zwar nahe kommen, aber im Kohlenstoflf 
um etwas mehr als 0,5 pct zu niedrig ausfielen. Als es für einige 
Stunden im Trockeukasten auf 70 — 80*^ erwärmt worden war 
und dabei etwas an Gewicht yerloren hatte, stimmten die Resultate 
weit besser. 

Berechnet Gefunden 

93i33 92,64 92,79 92,99 

Hit 6,67 6,79 — 6,74 

100,00 

Danach liegt in dem Oelo unzweifelhaft das Isostilben vor. 
Ausser bei 200® wesentlich übersteigender Erwärmung wird es 
durch Sonnenlicht, wie bereits Otto und Stoffel an dem ihrigen 
beobachteten, in festes Stilben (Schmp. 1.24°) imige wandelt. Am 
schnellsten aber findet diese Umwandlung statt-, wenn vorher eine 
Spur Brom oder noch besser Jod zugegeben wird. Die Brom- 
färbung verschwindet dabei bald, die .lodfärbung nicht. In dieser 
Metamorphose ist wohl auch der Grund zu suchen, weshalb es 
Otto und Stoffel „bei seiner Bromirnng im Aether wesentlich 
bei 273^ schmelzendes Dibromür'* gab, wShreDd man das Isostilben- 
dibromär von iio® Schmelzp. erwarten sollte. 

Von der Bichtigkeit dieser Vermuthung kann man sich leicht 
überzeugen, wenn man mit verschiedener Mischungsfolge und bei 
verschiedener Belichtung arbeitet. Halogenmangel und intensivere 
Beliditong erleiobtem ja allgemein die Bildung abnormer Ad- 
ditionsprodukte geometrisch -isomerer unges&ttigter Eoblenstoff- 



Yersetzt man eine durch Eis abgekfihlte IsostilbenlOsung in 
Schwefelkohlenstoff mit mindestens i Mol. Brom, so verschwindet 
letzteres sehr bald. Nadi dem Abdonsten des Lösungsmittels and 
eines Bromttberschusses hinterbleibt eine feste Masse, deren Gewicht 
stets fiist genau der nach der Gleidbung 

berechneten Di})romürmenge entspricht. Beim Behandeln mit der 
lofachen Menge Aether und nachherigem Auswaschen des Un- 
gelösten mit ebensoviel der Flüssigkeit bleibt das aStübendibromür 
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Tom Schmelzp. 237^ rein zurück und kann nach dem Trocknen 
Aber Schwefelsäure gewogen werden. Die Aussflge liinterlassen 
nach dem Verdunsten im tarirten Kdlbchen das bei 1 10^ schmel- 
sende IsostUbendibromttr mit einer Spur des Vorigen yeronreinigt) 
dessen Gewicht nach dem Trocknen gleichfalls eimittelt werden 
kann. Einige so ausgeftlhrte Bestimmungen ergaben folgende 
Zahlen; 

MischuBgsfolge. Beleuchtung. Stdlbendibromür. Isoatübendibromür. 



Brom zu Iso- 
stilben 



Dunkel . . 
« • • 



237* Schmp. 


HO* Schmp. 


59,82 pct 


40,18 pct 


60,84 « 


? 


25,00 „ 


75,00 „ 


27,20 „ 


72,80 „ 


27,70 „ 


72,30 „ 


17,2 « 


82,8 „ 



IsostUben zu über- 
schüssigem Brom 

Daraus aber geht her?or, dass das bei 1 10^ schmelzende Iso- 
stübendibromür das normale Additionsprodukt des flüssigen Iso- 
stübens und dass letzteres 

0,B, . C • H 

II 

H • C • C^Hg 

ist 



Druokftetig erUftrt tS. VIII. 1900.] 
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SITZUNG VOM 22. OKTOBER 1900. 



Vorträge hielten: 

Herr J. Wiblickjojs, o. M : Vorle|[(ung einer Abhandlnn<j von Herrn 
K. V. Meyek in Dresden, o. M.: Zur Kenntniss der Para-Toluol- 
sultiu8äure. 

Herr W. Sobkibiibs, o. M., für Herrn M. Kbaukk, Dresden, o. H.: Vor- 
legung einer Abhandlung von E. JAnmoi in Berlin: Neue Mediode 
cur Herldtung der Differwtialbesieliungen für die Thetafunktionen 
von zwei Argumenten. 

Ernst von Meyer: Zur Kennfniss der l'ina-Tolnolsnlfin- 
säure. (Vorgelegt in der Sitzung vom 22. Oktober durch Horm 

J. WlSLICKXUS, 0. M.) 

(Nach eigenen Versuchen und den Untersuchungen von Dr. R. 2(aic£ ') 

und Dr. M. Gmunkb.) 

Obwohl die Sulfinaftnren der aromatischen Reihe Gegenstand 
eingehender, ausgezeichneter Untersuchungen von R. Otto tind 
seinen Schülern gewesen sind, so fehlt es doch nicht an Lücken 

in unseren Kenntnissen von dem chemischen Verhalten dieser 
Verbindungen. Die nachfolgenden Untersurhungcn bilden einen 
Theil von Arbeiten, die /u dem Zwecke unternommen sind, solche 
Lücken durch gründliiho Erforschung der leicht zugänglichen 
Para-Toluolsulfinsäure auszufüllen. 

Das den Sulfin.siiuren: K'S(X,H eigeuthüniliche Wasserstoti- 
Atom bestimmt, Dank seiner Beweglichkeit, den Gang vieler 
ihrer Reactionen. In dinser Hinsicht erinnei-t das chemische 
Verhalten der Sultinsiiuren an das der Aldehyde, aber auch au 
das von Bisulfiten, bezw. von schwefliger Säure. 

So ist in Abschnitt J gezeigt, dass die p - Toluolsulfinsänre 
sich mit dem Formnläehjd in Folge der Wanderung ihres Wasser- 
stoffatoms vereinigt. Das bemerkenswei-thc Verhalten des dadurch 
entstandenen p- TolyUulfimcarhinoVs: C,Hi(Cflj).SO,-CH,OH ist 
eingehend besohiieben. 

iji Vergl. dessen Inaugural-Dissertation (Rostock) Dresden 1898. 




uiyiiized by Google 



£&M8T V. Meykh: Zcb Kkhntniss vm Paua-Toluolsulfihsäure. 125 



Der Ahsdintll II ist dcu Produkten der Einwirk uni; von 
salpetriger Siinrn anf p -Toluolsulfinsäurp gewidmet. Die Natur 
der dabei entstehenden \'ei bindungen ist klar erkannt worden. 
Das Verhalten der Sulfinsüuro erinnert an das der sihwetligon 
Siiuie zu salpetriger Säure, wie ja aueh die Öulliusäure sich, 
analog der schwefUgea Säure, mit Hjdroxylamm umsetast:^) 

CgH^(CH5)S02H + HjN-OH = H,0 + Ce5H4(CH,)SO,.NHj 
HSOjOH -I- HjN OH « H,0 + H^N SOgOH 

In dem Abschnitt III ist die eigcnthümliche Zersetzung 
des p-toluolsulfinsauren Anilins behandelt; hierbei erfolgt neben 
einer intramolekularen Oxydation, deren Produkt p -toluolsulton- 
saores Anilin ist, ein verwickelter Beduktionsvorgang, der neben 
einem blauen Farbstoff eine Base, das Thioparatolyl- Anilin: 
0|H^(GH,)S*C«H4NHs liefert. Man wird dabei an die leichte Spal- 
tung (intromolekulare Oxydation und Reduktion) der p-Toluol- 
Bulfinsäure in p-Toluolsulfons&ure, das ssog. p-Toluoldisulfoxyd und 
Wasser erinnert 

Entsprechende Versuche mit anderen Salzen der p-Toluol- 
sulfinsäure sind begonnen, besonders um die noch unbekannten 
Thiobasen, die zu näherer L-ntersuchung einladen, gründlich kennen 
zu lernen. 

Endlich ist noch das \ erhalten des p-tolu(»lsulHnsauren 
Tetrametryiammoniums beschrieben, das sich glatt in Trimethyl- 
amin und Methyltolylsulfon spaltet (Abschnitt IV j. 

1. £lnwirkang von Formaldehyd auf p-Toluulsultinsäare: 

p-Tolylsulfoncarbinol: CcH4(GH8) S0, CH,(0H). 

Während bei den Versuchen, Acetaldehvd und lienzaldehvd 
mit p -Toluolsulfinsäure in Wechsehvirknng rw l>ringen, kein«; 
Produkte der letzteren zu erzielen waren, vielmehr nur die Säure 
sich in bekannter Weise in p-Toluolsulfon säure und das sog. 
p-Toluoldisulfoigrd zerlegte, gelang es leicht, Formaldehyd mit 
der Bulfinsäure zu vereinigen, gemäss der Gleichung: 



i) Tergl. HIlssig, Joun. f. prsJriL Chem. (2) 56, 22S. — Raschio, 
Ann. Chem. 341« (sehwefUge Säure und Hydroxylamin). 
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Daa bewegHcbe Wasserstoffatom der Sfture wandert snini 
Sauerstoflfoitom des Aldehyds und vennittelt so die VMnigung. 

Zur Gewinnung des neuen Körpers löst man 30 Qrm. 
p-Toluolsulfinsfture in 20 GraL 40*^/^ FonnaldehTd unter Erwännen 
auf. Zusatz von starker Salzsfture beschleunigt die Reaction. 
Die beim Erkalten abgeschiedene Krystalhnasse wird aligepresst 
und nach dem 'J'rocknen im Ex.siccator aus Benzol umkrvstallisirt: 
sie bildet breite Nadeln, schmilzt bei 90^, löst sich leicht in 
Alkohol, Chloroform, Aether. Schon durch Kochen mit Wasser, 
Krhitzen für sich, sowie durch kalte Natronlauge spaltet sie sich 
in ihre Oomponenten. 

Änalffse: 

0,1598 Orm. gaben 0,8017 Gim. CO, und 0,0812 Grm. H, 0 

0,1C17 „ „ 0,307 „ CO, „ 0,0862 „ H,0 

0,2028 „ Ueferten 0^2677 „ Ba SO«. 

Berechnet auf 

C,H, (CH,) SO, CH, OH Gefunden 

C 51,61% 51,04 51,7Ö — 

H 5,397^ 5,67 5,92 — 

S 17,20% ~ — 17,52 

Nach ihrem chemischen Verhalten i^ diese Yerbindimg 
P'Toltßsiüfofuarhwoh C^U^(0H^y&02'C^ San Essigsäurester 
bildet sieh durch Erhitzen mit Acetanhydrid, aus dem er sich 
in Prismen von 78^ Schmelzpunkt und der ZusammensetBimg: 
CgH4(CH3)SO,.CH,OCOC^ abscheidet. 

0,140 Grm. gaben 0,2683 Grm. CO, und 0,06875 Grm. H,0 
0,14oG „ „ 0,2805 „ CO, „ 0,075 „ H,0. 

Berechnet Gefunden 

C 62,63 62,28 52,54 

H 6,26 6,46 5,72 

Aus dem Alkohol das entsprechende Chlorid darzustellen, 
gelang weder durch Einwirkung von Salzs&ure noch mittelst 
Fünffach -Chlorphosphor. Wohl aber entsteht beim Behandeln 
von p-Toljlsulfoncarbinol (lo Grm.) mit PG]^ (ii Grnn.) in 
Chlorofonnlösung und durch Zerlegung des Produktes mit Wasser 
der PhosphorsSurester des Carbinols: (C6H^(CH3)S0,0H2O)8PO. 

Der nach l&ngerem Stehen des Produktes mit Wasser er- 
starrte Körper liefert nach mehrmaligem IJmkrystallisiren aus 
Benzol langgestreckte Tafeln von 146** Schmelzpunkt, die obige 
Zusammensetzung hatten: 
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Gefunden 



0,1S6 Orm. gaben 0,S196 Gm. CO, und 0,059 Grm. 11,0 
0,188 „ „ 0,8847 „ CO, „ 0,0686 « H^O 
0,2165 „ lieferten 0,0415 „ Mg,PjO- 

0,2225 „ „ 0,04075 „ M-, \\ 0, 
0,219 „ gaben 0,256 „ Ba JäO^ 

Bcrechnef auf 
(C,H^(CH,)SO,CH,0),PO 

C 47,84 47.51 47,88 — — 

H 4,48 ü,2Ü 4,64 — — 

P 6,15 — — 5,33 5,10 

S 15,94 — — — 16,08 

Durch EinvrirTninor von wässj'ignn Aiiiniomak. worin sich 
das Tolylsulfoncarbinol leicht löst, und Ausfällen durch ver- 
dünnte Salzsäure erhält man das Di-Tolylsulfonjuethyl-Amin: 
(CeH4(CH3VSO,.CH2)jNH in langen dünnen Nadeln von 158^ 
— 160^ Schmelzpunkt: 

2G«^4(0Hs)SO,•GH,OH + NH« HjO 
4- (0eH4(CH,).S0,.0H,)NH. 

Durch Envünnen mit Natronlaugp wird dieses Amin leicht 
in Ammoniak, Formaldehyd und p-Toluolsultinsäure gespalten. 
Die Analyse ergab obige Zusamraensef/ung: 

0,1492 Gnn. gaben 0,2974 Grm. CO, und 0,08 Grm. H. 0 
0,1352 „ „ 0,2695 „ C(\ ,. 0,0G72 „ H'„ 0. 

0,178 „ „ 6,1 Ccm N bei 10,5 und 763 mm. 

0,164 „ „ 0,218 Grm. Ba SO^. 

Berechnet auf rt * j 

(C,H,(CH,)SO, CH,),OH Gefunden 

C 64,40 54,84 64,36 — — 
H 6,88 5,86 6,62 — — 
N 3,97 — — 4,11 — 

S 18,18 — — — 18,28 

Durch Anwendung trooknen Ammoniaks (Einwirkung von 
Gas oder a]koholiflchem U^N auf die ätherische Lösung des 
Cadnnols) erhillt man überrasohender Weise p-toluolsulfinsaures 
Ammon neben Formaldehyd. 

Während letzterer m der Lösung nachzuweisen war, lieferte 
das ausgeschiedene Salz, das den richtigen Stick stofigehalt besass^ ), 
durch Zerlegen mit Salzsäure die gegen 90" schmelzende Sulfin- 



I) 0,1646 Grm. gaben 11,6 Ccm N bei 18« u. 746 mm = 8,17% 
0,1707 „ „ 12,0 „ N „ „ 761 „ - 8,18% 
berechnet üad 8,09%. 
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säure, mit Sübeniifrat das toluolsulfiiisaiire Silber (0,1977 Grm. 
gaben 0,08176 Grm. Ag «=- 41,3% berechn. 41,07% Ag). — 
Dasselbe Silbersal/. scheidet sieh direkt aus, wenn das Carbiiiol 
in wUssriger Lösung mit Sil})ermtrat versetzt wird. Auch das 
p-iolwAsnlfinsuHrc Kupfer bildet sieh beim Vennisclini der Lösungen 
von Kupferacetat und Carbinol ( liellgi-üner Niederschlag von der 
ZusammenseUung: (C4H4(CH,)ÖÜ,),bu + aH^O). 

Durch Einwirkung von Anilin auf die ätlnrischc Lösung 
des Tolylsulfoncarhinoh entsteht bemerkenswerther Weise das dem 
letzteren entsprechende Anüid: C',;H^(0H3)Sü,-CH, NHC6H5 in 
schönen, sdiwach gelblichen flachen Nadeln von 137^ Schmelz- 
punkt. 

0,1386 Gxm. gaben 0,8277 Grm. 00, und 0,07S1 Gm. H, 
0,1816 „ „ 0,428 „ CO, „ 0,09676 „ B, 
0,1346 „ lieferten 6,6 Ccm N bei 13» und 750 mm 
0,2203 „ gaben 10,0 „ N „ 13» „ 738 „ 

Berechnet für 

CeH^(CR,)SO,(ä,(NHC,H,) Gefunden 

C 64,37 64,53 64,31 — — 

H 5,75 5,78 6,92 — — 

N ö,36 — — 5,71 6,67. 

Ein ebenfalls Überrascheudes Kesultat liefert die Oxydation 
des Tolylsulfoncarbinols. Fügt man Kaliumpermanganat -Lösung 
zu seiner wftssrigen oder Eisessig -Lösung, so tritt sofort Ent- 
färbung ein, und ein weisser Niederschlag entsteht Wenn i At. 
Sauerstoff auf 2 MoL des Carbinols Yerbraucht ist^ entfilrbt sich 
zwar auch bei weiterem Znsatz von Pennanganat die Fltlssigkeit, 
jedoch unter Bildung von Manganhyperoxyden. 

Der etwa des angewandten Carbinols betragende weisse 
Niederschlag krystallisirt in BhomboSdem am besten aus Aceton, 
da er in Alkohol, Aether, Benzol kaum löslich ist. Nach der 
Analyse und ihrem Verhalten ist diese Verbindung das Di-p- 
C6H.(CH3)SO, 

tolyl-disulfon: i , aus dem Oarbinol duxdi Abspal- 

tnng von Formaldehyd und Oxydation der nascirenden Toluol- 
sulfinsäure entstanden: 

2CeH,(0H,)S0, • CH,OH + 0 - 2H,C0 + 0]^* (CH' isO^ 
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O46S8 Olm. gftben 0,824 Oim. CO, nnd 0,0666 Grm. H, O 
0,1387 „ „ 0,2755 „ CO, „ 0,0685 „ H,0 
0,2075 0,818 „ Ba SO« 

Bereclmei ^fwiden 

C 54,19 54,28 54,17 — 

' U 4,68 4,54 4,6i» — 

S 20,65 — — 20,75. 

Das Ditulfim^ welches sieh gegen 210^, ohne zu sehmelzen, 
zersetzt, ist gegen wftssrige Alkalien ziemlich hestXndig; Ton alko- 
holischen wird es schnell zersetzt Durch Erhitzen des Disulfons 
mit alkohoHsehwri Ammoniak (auf 130") entstand nelien p-tolu- 
olsulfinsaurem Aiiijiioii p-Toluolsultbnamid, das au seinem »Schmelz- 
punkt und der Krvstallform erkannt wurde: 

CeH4(CH8)S0, ' CßH,(CHs)S02 • NH^ 

Lost man das Disulfon iu Phenylhydrazin, so erfolgt starke 
Gasentwickelung (Stickstoff); man fftgt zur Mässigung der Reaction 
Aether hinzu. Das aus Alkohol umkrystallisirt»' Produkt schmilzt 
gegen 162^ und ist das p-toluolsulfinsaure Phenylhydrazin; das 
neben diesem erwartete Phenylhydrazid der Sulfonsfture ist offen- 
bar durch das flberschi&ssige Phenylhydrazin reducirt worden: 

C,H,(CH,)Ö0,NH.NHC,H, + C«H, j ^ _ 

0,1418 Grm. des Salzen gaben 18,7 Com. N bei 21 und 760 mm » 

10,85 V« berechnet 10,67«/« N. 

Der Vergleich des obigen Carbinols mit dem von Otto ^) dar- 
gestellten p - Toly Isulfunäthylalkohol : C^H^ (CH3 ) SO. ■ CII ( CIL ) OH 
erpebt trotz der analogen Zusammensetzung beileutsame Ver- 
schiedenheiten, die zum Theil auf die grössere Unbeständigkeit 
«les ersteren zurückzuführen sind. 80 kann fler Tolylsnlfonilthyl- 
alkohol zur entsprechenden Häure oxydirt werden, während sich 
das Totylsuifo ncarbiuol dabei spaltet. Femer ist hervorzuheben, 
dass das aus letzterem mit wässrigem Ammoniak erhaltene secun- 
üäre Amin kein salzsaures Salz bildet, die homologe Verbindung 
aber basische Eigenschalten besitzt (Otto, a. a. 0. S. 359). 

t) Joum. f. prakt. Chem. [2] 30, 355. 
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IL £mwirkiui|; Ton salpetriger Sinre anf f -TelMlraUbisttwe. 

B. Otto^) und seine Schtller liatten zuerst die Eiiiwirkimg 
Ton salpetriger Säure auf Benzol- und p-Toluolsulfinälure unter- 
sucht, jedoch den dabei gewonnenen Produkten nicht die richtige 

Zusamnu^iiset/.uuuf ertlieilt. W. Königs") erkannte die aus Benzol- 
siiltinsäuro hervorgehenden Verbindungen als Abkömmlinge des 
Hydroxylamins: nämlich Di- und Tri-phenylsulfon-hydroxylamiu. — 
In analoger Weise wurden aus p-Toluolsulfiiisilure die zwei 
p-Tülylsulfon -Verbindungen gewonnen und untersucht; hierbei 
ergab sich, dass die Tritolylsult'onverbindung, der nach Königs 
die Formel (CgHtfCHa) 803)3 NO beizulegen wäre, das Tritolpl- 
Sulfonamid: (CgH^( 0113)802)3 N ist. Im Anschluss daran wurde 
auch das MonO'p4o^flsulfonhjfdr^MoylamiH dargestellt. 

Di-p-Tolylsulfonhydroxylamin: (C^H4(CHj)S0g;jNOH. 

Diese Verbindung ist das erste Produkt der Einwirkung von 
salpetriger Säure auf p-Toluolsulfinsäure (in Alkohol oder Eis- 
essig gelöst): 

2 C6H^(CH3)S0gH + NOOH = H^O + (C^H,! CHgjSO. j^NOH. 

Vortheilhafter ist die Darstellung nach Königs' Methode, 
da die salpetrige Säure weiter einwirkt: durch Lösen von 
p-Tolnolsulfinsäure in verdünnter Natronlauge unter Zusatz Yon 
Natriunmitrit, so dass auf i Mol. der letzteren 2 Mol. Sulfinsäure 
kommen. Diese Lösung giesst man langsam in verdtlnnte Salzsäure 
(Erwärmung ist zu yermeiden). Der so erhaltene weisse flockige 
Niederschlag liefert aus verdünntem Alkohol Nadeln, die gegen 125* 
unter Zersetzung schmelzen und obige Zusammensetzung haben. 

0,22G Grni. gaben 0,409ö Grm. CO, und 0,0886 Grm H^O 

0,245 „ „ 0,4428 „ CO, „ 0,099 „ 11,0 
0,1696 „ 6,8 Gern N bei 10* und 788 mm 
0,1729 „ „ 6,4 „ N „ lO* „ 748 „ 
0,1698 „ lieferten 0,8898 Oxm. Ba 80«. 

Berechnet füs 
(C.H^(CH,)SO,)gNOH Gefunden 

G 49,87 49,48 49,89 ^ ^ _ 

H 4,39 4,86 4,49 — - — 

N 4,10 — — 4,87 4,33 — 

S 18,77 — — — — lb,63. 



1) Otto u. Ostrop, Ann. Ghem. 141, 370. Otto a. Gaisn das. 145, 19. 

2) Ber. II, 616 u. 1590. 



Digitized by Google 



Zur KsHKTNIB» DBR PASA-Toi.DOLtDI.FINSJLuU. 



131 



Bas Ditolylsulfonhydro^^lamin wird zwar aus seiner Lösung 
in Alkalien durch Stture nnTorftndeit geföllt, ist jedoch nicht als 
Natriumflalz darin enthalten; vielmehr spaltet es sich in 2 Mol. 
Sulfins&ure und salpetrige Sftnre: 

(CeH^(CH3)SO.)2N()H — .H NaOH -= NOONa 

Dies orgiebt sich daraus, dass die alkoholische Lösung der 
Yerbindiing auf Zusatz von Natriumäthylatlösung p - toluolsulfin- 
sanres Natrium abscheidet, aus dem durch SalzsUure die reine 
Sultiusilure ausgefällt wurde. Zum üeberfluss wurde das Salz 
mit Jodmethvl auf loo*^ erhitzt und als Uinsetzungsprodukt 
das p-Tolylmethylsulfou: CgH^( CH3) • SO^ • CH3 erhalten (Schmelz- 
punkt 8G". Bei der Analyse gefunden 06/.)" ^ C und 6,15% H, be- 
rechnet 50,5% und ri,9% H). Beim Ansäuern der alkalischen 
Lösung des Di-p-tolylsulfonhydroxylamins condensirt sich die 
salpetrige Säure mit der Sulfiusäure zu dieser Verbindung. 

Dass der letzteren die angenommene Constitution wirklich 
zukommt, ergiebt sich aus ihrer Umwandlung in ihr Bemoyl- 
Derivat: (C6H,(CHj)SOj)8NOCOC«H5. Man snspendirt sie in 
Wasser, fügt Benzojlchlorid, sodann Pottasche-Ldsnng hinzn und 
schQttelt; yorühergehend löst sich die Ditolyl^Verhindung und 
an ihrer Stelle scheidet sich ein Körper aus, der nach Um- 
krystallisiren aus Alkohol Bhomhoifder von 186® Schmelspnnkt 
liefert. Durch Erhitzen mit wässrigem Alkali wird er yerseifl;, 
und BenzoSsfture, sowie p-Toluolsulfini^UTe sind als Zersetzungs- 
produkte nachzuweisen. Seine Zusammensetzung entspricht obiger 
Formel : 

0,2015 Grm. gaben 0,4185 Grm. 00, und 0,089 (irm. H,ü 
0,2205 „ lieferten ü,4 Ccm K bei 19 '^ und 744 mm 

Berechnet : Oefunden : 

C 66,03 56,64 — 

H 4,27 4,U0 — 

N 3,16 — 3,25. 

Durch Einwirkung von salpefriffer Säure auf die alkoholische 
oder Eisessig-Lösung des Ditoljrlsulfonhydrozylamins bilden sich 
schnell reichliche Kengen der oben erwähnten IHM^flsuHfon' 
Verbindung, welche nach der Analyse, sowie nach ihrer glatten 
Entstehung aus der oingen Ditolylverbindnng und Toluolsulfin- 
säure, als TritcH^laulfimamid: (CgH^(CH3)S0JsN anzjisprechen ist. 
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Dieses scheidet sich, als sehwer löslieh, in rhamhischen Blättschen 
Ton 184® Schmelzpunkt aus. Eine grosse Zahl yon Analysen 
wnrde ansgefEUurt, um die Frage sieher zu entscheiden, ob nicht 
doch das Tritolylsulfonhydroxylamin vorläge: (C6H4(CH3)S02)sNO. 
Die ausserordentliche Schweryerbrennlichteit des Körpers erklftrt 
die zu niedrigen Zahlen für Eohlenstoff, während die übrigen 
Werthe unbedingt für die Formel des Tritolylsulfonamids sprechen: 

0,1308 tirm. gaben 0,2585 Grm. CO^ und 0,0632 Grm. H,l) 



0,1908 „ „ 0,3G0 „ COj „ 0,0809 „ H,0 

0,1872 „ „ 0,354 „ CC\ ., 0,0827 „ 11,0 

0,1790 „ „ 0,3389 „ Cü^ „ 0,U73 „ 11,0 

0,3037 „ 8,0 Com N bei 9* und 766 mm 

0,4002 „ „ 9,9 „ N „II* „ 766 „ 

0,2708 „ „ 7,4 „ N „ 14» „ 745 „ 

0,5322 „ lieferten 12,7 „ N „Ii" „ 764 „ 

0,218 „ „ 0,317 Grm. Ba SO, 

0,2365 „ „ 0,3417 „ Ba SO^. 



Berechnet 

lur: lur: 

(C, 1 1, (CH,) SO,), N (C.H, (CH3) S0,\ NO 

C 52,61*'/«' 60,91% 

II 4,33% 4,26% 
N 2,92 2,08 % 

s 20,04% iy,5iy% 

Gefunden : 

C 51,54 51,4G 51.57 5l,G4 

II 5,13 4,70 4,90 4,50 

N 3,19 2,93 3,16 2,86 

S 20,01 19,96 — — . 



Dieselbe Verbindung bildet sich übrigens schon beim Er- 
hitzen des Ditolylsulfonliydroxylamins in Eisessiglösung untw 
Abspaltung yon Stickstoffoxyden. Aus diesem Grande ist ihre 
Entstehung aus der Di^ Verbindung und p-Toluolsulfonchlorid 
(in Pyridinlösung), wobei salpetrige Säure auftritt, nicht beweis- 
kräftig für die Annahme einer Umsetzung im Sinne der Gleichung: 

(C^H^i CH^ iSOj i^NOIi -f CßH,(CH3)S0,(:l HCl 
4- (C,H,(,CH,;SO,).NOSO,C,H,,,CH,). 

Die gleichzeitige Bildung yon salpetriger Säure weist deut- 
lich auf eine Zersetzung des Ditolylsulfonhydroxylamins hin. — 

Dagegen spricht die glatte Entstehung der Tn -Verbindung durch 
gelindes Erwärmen von gleichen Mol. p-Toluolsulfiusäure und 
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Di-p-tolylsulfonhydroxylamiu iuEisPSsiglösung, wobeiÄr/wy salpetrige 
Säure ftuftiiU, klar für die Constitution: (CeH4(CH,)S0,)sN: 

CeH,(CH,)80,H + (C„H, rCE, SO,:),NOH-H,0 + (C,H,(CH,)80,)>'. 

p-Tolylsulfonhydroxylamin: CeH^(CH3)S0g NH(0H ). 

Entsprechend der Angabe von Pii.oty*), welcher das Phonyl- 
sulfonliydroxylamiu kennen lehrte, wurde die ob^ genannte Xoy- 
bindung dargestellt: durch allm&hliges Eintragen von in Alkohol 
gel(}stem p-Tolu'olsulfonchlorid (iio Gnn.) in die weingeistige 
LS«Qng Ton Hydrozylamln (aus 130 Grm. salzsaurem Hydro- 
xylamin nach Wohl bereitet). Nach dem Abdampfen des 
Alkohols wird der Bfickstand mehrmals mit Aether extrahirt. 
Nach'Abdestilliren des letzteren erhftlt man eine Krystallmasse« 
die aus warmem Wasser, besser aus Bensol oder Chloroform* 
Petroläther umkr>'stallisirt wird. Die bei 148® schmelzende 
Verbmduug i^vertilzte Nadeln) ist in den üblichen Solventien 
löslich. 

0,1734 Grm. gaben 0,2858 ürm. CO^ und 0,0787 Grui. H,0 
0,1612 „ „ 0,2055 „ CO, „ 0,0715 „ 11,0 

0,22«4 „ „ lö,3 Ccm N bei 13,5" und 767 mm 

0,2079 „ „ 13,4 „ N „ U« „ 746 „ 
a,88Xö „ lieferten 0,888 Grm. Ba SO«. 



Gefhnden: 



Berechnet für: 

(^CeH^(CH,iSO,)NHOH 

C 44,92% 44,95»/, 44,90% 

H 4,82 7o 6,05% 4,937, 

N 7,607, 7,867, 7,4*7, 



8 17,107, iMoy, 



0 



Das p-Tolylsulfonhydroxylamin wird leieht von wässrigeu 
Alkalien gelöst imd verseift. Mit Natriumüthylat (i Mol.) in 
alkoholi.scher Lösung behandelt, bildet es das NatriumSaXz: 
CeH4(0H,)S0, NH 0Na als weisse Fällung: 

0,877 Qrm. desselben gaben 0,127 Gnn. Ka,SO^ » 10,987, Na, 

berechnet 11^0%. 

Die beiden Jlydroxylaniin-Wasser.stotle sind durch Beuzoyi 
vertretbar, und zwar gelingt deren Einführung durch Schütteln 
der iR^kSsrigen Lösung von Tolylsulfonhjdroxylamin mit Benzoyl- 



I) Ber. 29, 1560. 

Mftth.-pliyi. ClMN 1900. 11 



Digitized by Google 



134 Eunx T. Mm: 

chlorid und Pottasche; der dabei ansgesehiedene in sechseckigen 
Tafeln krystallisirende Körper schmolz bei 120^ und hatte die 
Znsammensetrang: CeH4(0H,)S02 • N0(C0C«H5)|: 

0,d067 Gnn. gaben 0,4807 Gm. nnd 0,08S4 Gm. 1^0 
0,1411 „ 4,6 Com N bei 15« und 760 mm. 

nerechnet für: 
(C, (CH, ) SO, ) NO I COC, ^ ^^^^ * 

C 63,80 7« 63,74 7^ 

H 4,307« 4,50 7, 

N 3,55 7„ 3,777«. 

Versuche, statt Benzoyl das Hadical p*>TolyIsulfon mittelst 
dessen Chlorid in das p-ToljlsulfonhjdnK^lamin einsuflUiren, 
ergaben einmal leicht das oben besdiiiebene Tri-p-tolylsulfon- 
amid, aber stets unter Entwickelung von salpetriger Saure 
(z. B. beim Zusammenbringen beider Yerfainduiigeii in Pyridin- 
lOsung oder in ätherischer Lösung mit fester Pottasche). Unter 
andern Bedingungen entstand flberrasehender Weise das oben 
(S. 129) beschriebene Di - p - tolyldisulfon : CeH^(CH3)S02 • SOg 
CgH^(CH3j, als nämlich das p-Tolylsulfonhydroxylamin in wäss- 
riger Lösung bei 70^ mit geschmolzenem p-Tolylsulfonchlorid 
und Pottasche behandelt wurde. Der ausgeschiedene, gegen 210^ 
unter Zersetzung schmelzende Körper hat die Eigenschaften und 
Zusammensetzung des Disuit'ons: 

0,1852 Gm. gaben 0,3702 Grm. CO, und 0,0793 Gm. H,0 
0,1566 „ „ 0,3125 „ CO, „ 0,0666 „ H,0 
0,1926 „ „ 0,2899 „ Ba SO4. 



Geftmden: 



Berechnet für: 
(CeH,(CH,)SO,), 

C 54,197« 64,50 7, 54,427« 

H 4,527, 4,76 7« Mo 7« 

S «0,66% 20,727« 

Ob diese Reaction unter gleichzeitiger Bildung von Unter- 
salpetrigsäure vor sich geht, ist nicht zu entscheiden gewesen: 

(C,H,(CH,)SO,X(0H)H + C«H, ,'CH3)S0, Cl 
= (CH,) ÖO, • SO, (CH,) -f- HCl + KOH. 

in. Verhalten des p-tolnelsnlflasaareii Anilins hein Erhitien. 

Die vor einiger Zeit geraachte Beobachtung^) dass p-toluol- 
sulfinsaures Auiliu, für sich erhitzt» einen schönen blauen Farb- 

1) HiLLsno, Joum. f. pc Chem. (2) 56, 216. 
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Stoff bildet, regte dazu an, diese eigentliümlidie Beaetion genauer 
zu studiren. In der That bilden sich ausser dem Faibstoff 

mehrere Köq)er, von denen namentlich eine Base, das p - Thiotolyl- 
anilin: C'^H^I CHg ) S'(\; H jNH^ zur eingtlicuderen Ik-arboitung 
einlud. Die A ersucht mit dieser Verbindung, eltenso die über 
das Verhalten anderer Salze der Toluolsulfinsllure (mit organi- 
schen Basen) sind zwar noch nicht abgeschlossen, doch mögen 
die ersteren schon jetzt nütgetheilt werden. 

Toluolsulfinsaures Anilin (aus molekularen Mengen der 
Componenten dargestellt) wird im Oelbade allmählig auf etwa 
215^ erhitzt; dabei spaltet sich Wasser ab (nahezu 1 Mol. auf 
I Mol. Salz), ausserdem Anilin, schweflige Sänre, auch Toluol 
in geringen Mengen. Die Schmelze färbt sich intensiv blau. 
Man yermeide, die Temperatur zu hoch zu steigern. Durch 
wiederholtes Auskochen des Produktes erhUt man ein schön 
krystallisirendes Salz (yon 240® Schmelzpunkt), welches sich 
als p-tdku)llsulfan$aure8 AnÜin erwies (s. Analysen), demnach 
durch Oxydation des sulfinsauren Salzes entstanden war; aus 
500 Grm. des letzteren wurden 160 Gnu. jenes Anilinsalzes 
gewonnen. 

Der zähe Rückstand wurde nach Durcharbeiten mit Aether, 
der wenig aufiiahin, auf Tlionplatten gestrichen; nach einiger 
Zeit erhiii tt ie er vollständig. Sodann wm*de die Masse mit ver- 
dünnter Schwefelsäure (1:5 Wasser) mehrmahls ausgekocht; das 
schwer lösliche, stark blaugefärbte Salz, welches auf diese Weise 
erhalten wurde, zerlegte man — zur Gewinnung der Base — 
mit Ammoniak und nahm mit Aether letzteren auf (der f^arbstoff 
bleibt hierbei in der Hauptsache ungelöst). 

Die dunkelroth gefärbte ätherische Lösung liefert nach Be- 
handeln mit Thierkohle eine in flachen Nadehi yon 72^ Schmelz- 
punkt krystallisirende Baae yon der Zusammensetzimg: C19H15KS 
(50 bis 60 Grm. aus 500 Grm. toluolsulfinsanrem Anilin). — 
Der zurAckbleibende Farbstoff hat tief-blauen metallischen Glanz, 
muscbligen Bruch (Analysen desselben S. ijyAnm.). 

Änal§f8en: 

p-toluolsulfonsaures Anilin: 

0,1919 Gm. gab^ 0,41G8 Orm. COj und 0,1006 Grm H,n 

0,!>Ü58 „ „ 0,44»',0 „ COj „ 0,1125 „ H,ü 
0,3026 „ „ U,.'i Ccm N bei 21" und 758 mm 
0,2669 „ lieferten 0,2aöb Grm. Ba 

11 • 
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Berechnet fflr: 

CeH,(CH,)SO,ONH,C,H, Gefunden: 

C 58,87% 59,25 7„ 59,18% 

H 5,66 7, 6^4% 6,07% 

N 5,28% 5,36% 

S 12,08% 12,14% 

Aus dem Salze wurde Anilin, sowie p-Toluolsnlfonsftnre 



Analyse der Base: CigHijNS. 

0,'21B3 Grm. gaben 0,5783 Grm. CO, und 0,0233 Gmi H, O 

0,2516 „ „ 0,6712 „ CO* „ 0,1445 „ H,0 

0,1988 „ „ 0,5283 „ CO, „ 0,108 „ H,0 
0,1993 „ „ 12,0 Ccm N bei 21 und 758 mm 
01,2492 „ lieferten 0,2748 Ghm Ba SO«. 

Bereclmet für: 

r- XI \Tö Gefunden: 

C 72,56% 72,90% 72,73 7^ 72,43 7^, 

H 6,04% 6,33% 6,40% 6,03 7^ 

N 6,51% 6,82% (6,637,)») 

S 14,907« tbfiS% 

Nach ihrer Zusammensetzung und ihrem chemischen Ver- 
halten ist diese Base p-Thiotolylanilin oder p-Tolylamidophenyl- 
sulfid: C^H4(GH,)S * OeH^NH,. Aller WahrscheinUchkeit nach 
ist das jp-Wasserstoffifttom des Anilins dmr€h Tbiotolyl ersetzt. 
Die Beaction, die zmr Bildung von p -toluolsulfonsaurem Anilin 
und p-Thiotolylanilin führt, lässt sich, wie folgt, erklären: Aehn- 
lieh der inneren Oxydation, die p-Toluolsulfins&ure selbst erleidet, 
giebt I Mol. ihres Anilinsalzes an ein zweites MoL i Atom 
Sauerstoff ab: 

2 0-H.(CIL)SO,.NiL0«IL «= <^6H4(CH3)S02.0NH3C6H5^ 

Der hierbei entstandene Körper: GeH4(CH,)SONB^C0H5 yer- 
liert 1 Mol. Wasser, geht in das AniUd: 0«H^(CH,)S imC(H5 
über, welches sich — ahnlich wie Diazoamidobenzol in Amido- 
azobenzol — in Thiotolylanilin: CgH^(GH,)S-CeH^NH2 umlagert 

Neben dieser Beaction Tollzieht sich eine andere, die zur 
Bildung des schwefelhaltigen Farbstolfs führt, dessen Constitution 



i) Die Zahlen dieser zweiten Stickatoffbestimmung sind verloren 
gegangen. 
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bislang nicM aufgeklärt ist. Seine Analysen^) lassen erkennen, 
dass er in Bezlelrang zu den obigen Produkten der Beaction stehi 

Bemerkenswerth ist die reicfaliohe Bildung des Farbstoff 
durch Erhiissen des p-tolnolsulfinsanren Anilins unter Zusats von 
Nitrobenzol (i IfoL), wobm p-toluolsulfonsaures Anilin ebenfoUs 
entsteht, während sich die obige Base nicht bildet. 

Der Farbstoff färbt in alkobolisi licr Lösiiiitr Seide und Wolle 
schön blau (^etwas rothsticliig), ist nicht besonders wasch- und 
lichtecht. — Vm ihn wasserlfislieli zu machen, wurde er in 
rauchender ScliwetVlsänre ,Lr*'l*>Nt, die L(»sun<r auf Eis gegossen, 
und aus der abgeschiedenen Sult'onsüure das Natriunisalz bereitet. 
Jedoch erwies sich dieses als Farbstofi' nicht besonders geeignet. 

Verhalten des p-Thiotoiylanilins: CeH^CCH,») • S • CeH^NH,. 

Diese Base ist so schwach, dass ihre Salze, sogar das 
schwefelsaure, durch Erwärmen mit Wasser dissocürt werden; man 
gewinnt ihre Salze rein durch ümkrjstallisiren aus ttberschttesiger 

Säure: das schicc feisaure bildet Blätter, das salzsuure lange 
Nadeln. — Als ^•l;///V/over])indung lasst sich die Base diazotiren 
und weiter mit Naphtol, bez. Sulfosäuren desselben leicht 
kuppeln unter Bildung schöner, echter Farbstoffe. 

üeber diese Reaction, sowie über Abköinniliii»re der Base soll 
später ausführlich berichtet werden. Hier seieA zwei Derivate 
kurz beschriehen. 

Wie aromatische Amine sich leicht mit Orthoameisenester 
condensiren lassen, so auch die Base, die leicht die Methin- 

/NH . OeH^S . CeH^(CH,) 
Yerbindung: GH in schön ausgebildeten 

\N.CeH,.S.CeH,(CH3) 
Nadeln liefert: 

I) Analysen des blauen Farbstoffs. 

0,M11 Ghrm. gaben 0,6184 Grm. CO, und 0,094S Grm. H,0 » T0,8% C 

und 6,22 7^ H. 

0,1897 Gm. gaben 0,4876 Gm. CO, und 0,09 Grm. H^O » 70,11 C 

und 5,27 VoH. 
0,4015 Gnn. gaben 0,2930 Grm. BaSC\ = 10,10 % 
Die Stickstoffliestiinmungen verschiedener rriipnrate traben schwankende 
Werthe; hieraus, wie schon aus der Untahigkeit des Farbstoffs zu 
krystallisiren, ergiebt pich die Thatsache, dass derselbe nicht chemisch 
rein darzuitellen ist. 
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0,8088 Gm. gaben 0,54B5 Grm. CO, und 0.0992 Gnu. H, 0 
0,2047 „ „ 0,6606 „ CO, „ 0,108 „ H,0. 

Berechnet: Gefunden: 

G 78,68 78,40 78,86 

H 6,45 5,40 5,68. 

Mit Phenjlscnföl vereinigt sich das TbiotoljlauiUn leicht zu 
dem Abkömmling des Pheujl-Thiohamstoffs: 

GS 

\NH.CeH,-S-C,H,(CH5) 

welcher Körper in weissen Nadeln von i6i° Schmelzpunkt 
kiystallisirt: 

0,8068 Grm. gaben 0,6145 Gxm. CO, = 68,8*/, C mid 0,0947 Gno. 
Wasser » 5,16% H, berechnet: 68,57 G und 5,14% H. 

IV. Verhalten des p-toluolsnlfinsauren TetrametfeylanveniHins. 

Da das Yeriialten sulfiusaurer Salze beim Erhitzen manche 
interesBante Eigehnisse zu liefern yersprach, so habe ich derartige 
Beactionen su untersuchen begonnen, und berichte zun&chst über 
das Verhalten des oben genannten Salzes. Aehnlich dem Tetra- 
methylanmionium<d>lorid zerlegt sich das sulfinsaure Salz in 
Trimethylamin und Methyl -p-tolylsulfon: 

(Cflj)4N01 « (0H8),N + CH,C1 
(CH,)4N.S0,.0«H,(CH,) = (OH,),N + CH,.SO,.O.H,(CH,). 

Wie der Versuch ergeben hat, ist diese Spaltung quantitativ. 
Han kann die Sulfinsäure direkt mit der wässrigen Lösung der 
Ammoniumbase in das Salz überführen oder einfacher das sulfin- 
saure Natrium mit Tetramethylammoniumchlorid umsetzen und 
dann erhitzen. 5 Gm. des letzteren, in 40 Com Wasser geldst, 
wurden mit 7,3 Grm. p-ToluolsulfinsSure und 45 Gcm nenn. 
Natronlauge yermischt; die kaum slkalisohe Lösung mud« im 
Oelbade abdestillirt^ der Bückstaad allmfthlig höher eiiiitst; bei 
etwa 180® (im Oelbade 200 — 210^ erfolgte die HauptreactioB 
unter Sd^umen. Das übergehende Trimethylamin wurde Ton 
vorgelegter norm. Schwefelsiure aufgefangen; als das Oelbad 
die Temperatur 240® erreicht hatt^, wurde durch einen Wasser- 
stoflfstrom alles im Apparat noch befindliche Trimethylamin 
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übergetriebeiL Bei der Tiirirang ergab aicli, dass 44 Ccm nomi. 
Schwefelsäure verbrancht waren (etwa 97 der theoretischen 
Menge). Der Bfickstand, mit absolutem Alkohol ausgezogen, 
lieferte 7 Grm. reines Methyltolylsulfon vom Schmelzpunkt 86° 

(berechnet 7,8 Grm.). 

0,1187 Gim. desselben gaben 0,2468 Grm. CO, und 0,06S2 Grm. H^O. 

Berechnet für: 

GH, . SO, C.H^(CH,) ««fundenj 
C 66,5 66,69 
H 6,9 6,90. 

Aus p-tduolsalfinflaurem Tetra&thjlammonium bildet sich 
durch Erhitzen unter Abspaltung von Triäthylamin das Aethyl-p- 
Tolylsulfon Tom Schmelzpunkt 57 ^ 



Draokfefllg «rUirk ZI. 1900,] 
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B. Jahnke, Berlin: Neue Methoäe gur HetleUung der 

Dijfa'entkdhczidningen für die Thetafimktioncn von zwei Anfu- 
nicnten. (lu der Sitzung vom 22. Oktober vorgelegt von Ilerru 
W. ScHüiiiMEu, ü. M., für Herrn M. Krause, Dresden, 0. M.) 

(Auszug aus emeni Brief ul Herrn M. Ebaum.) 

Im Anschluss an unsere Unterhaltung auf dem internationalen 
Mathematiker- Congress zu Paris habe ich die Frage wiederauf- 
genommen, ob es möglich ist, die von Ihnen aufgestellten 
Differentialbeziehungen der Thetafimktionen von zwei Argumenten 
(C. B» 1898; Ann. di Mat. (3) I) aus der Theorie der Orthogonal- 
systeme, also auf algebraischem Wege herzuleiten. Ich habe ge- 
funden, das8 diese Frage zu bejahen ist Und zwar ergeben sich 
die genannten Differentialbeziehungen auf Grund der Oaspart- 
sehen Identit&ten-Metiiode durch Con^pasUian aus zwei arlkosfonälen 
Seduseknersystemen, 

Ihre Differentialbeziehungen treten bei mir als die Systeme 
(K^), (Kg) in einer allgemeineren Form anf, insofern als sie noch 
eine beliebige Funktion enthalten, über welche passend verfügt 
werden darf. Die Einführung der beliebigen Funktion hat den 
Vorteil, die Darstellung übersiclitlieh zu gestalten. 

Mein Ved'abren ^) liefert ausserdem für jede der Theta- 
fimktionen mit einem Schlage ein Quadrupel von Differential- 
beziehungen. 

Ich erlaube mir Ihnen im Folgenden die Ergebnisse meiner 
Untersuchung mitzutheilen« 

1. Theorem über die Kompnsliion orthogonaler Seehzdtncf' 
Sjfstme. — Ich benutze zur Aufstellung der Differentialbeziehnngeii 
beliebiger Ordnung zwischen den Thetafunktionen yon zwei 
Argumenten die Methode der Komposition eines orthogonalen 
Seehzehnersystems aus anderen. 

I) Vgl. hienn G. CXXVI (12 aviil 1898), p. 1083—108$. 
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In: den 0. B» 189$, p» 1084 babe ich em Theorem miir 
getheilt, wonach sich durch Komposition zweier orthogonaler 
Sechsehnersysteme, die ein Parameterquadnipel gemein haben, ein 
Ortbogonalsystem der Form 

















<* 



















dl h. in der Terminologie Ton Herrn Caspary ein iäenHsdtcs 
Orthogonalsystem ergiebt Umgekehrt Itogt sich zeigen, dass 
auch die Kmnposition vinrs solchen idcntisrhrn OrtliogonaJ Systems 
mit einem ortho(/onal( n SrcJizehnerst/stfm, dir rin l\irami ti r- 
quadrupel gemein haben, ivieder zu einan orthugmiolm Svchzehncr- 
System führt. ^) 

Beide Theoreme lassen sich für die AufHndung der in Kede 
stehenden Di^'erentialbeziehungen verwerthen. Hier soll das zweite 
Theorem za Grunde gelegt werden. 

Um dasselbe aussprechen zu können, erinnere ich an die 
▼on Herrn Caspary (Grelle's J. XCIV, p. 75) gegebene Darstellong 
eines orthogonalen Sechxehnersystems (ßmn) vermittelst acht 
Parametern a^, ßfgt 

^w- - («1 A+ «» A — «s «4 A) 1 ^Ä*- «1 A — A + «I A— «4 A» 

«1 A + «J + «3 ^1 + «4 A > fsS — («1 A - ^^2 A - «8 A + «4 A)l 

^u* «iA-«^AH-<^A-«4A» ^M— «^A+^sA-ö^A-^aA» 
(«iA-«iA+«8A*-«4A)i ^41— ~(«iA+<^A-«8A— «4A)» 

A+ «sA + «8A + «4A» 04A= — («1 A- «2 A- «8 A + «4A)» 

«B* «iA+«»Ä-«8A-«4A» 5^48— («iA-«8AH-«8A-«4A)» 

^54= «1 A - «a A — A+ f'iA) i/44=- A + f^'a A + A + A- 

Alsdann folgt 

TheorenL — Komponirt man ein aus den Para- 
meterquadrnpeln jS,« aufgebautes orthogonales 



i) Ein specieller Fall dieses Theorems findet sich schon in meiner 
Arbeit Journal f. d. reine u. angew. Math. CXYUI, p. 231. 
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Sechzehnersjstem (Am«) mit einem identischen Ortho- 
gonalsystem, dessen vier Parameterverbindungen mit 
den Ooefficienten einer Horizontal- oder Vertikal- 
reilie des orthogonalen Sechzehnersystems (z/,»») über* 
einstimmen, so ergiebt sich ein orthogonales Sech- 
zehnersystem mit den raraincterquadrupeln y^. 
In symbolibcUer Bezeichnung: 

wo der Strich an (aß) andeuten soll, dafs dieses 

System ein identisches ist. 

Ich benutze diese-^ Theorem fT\r den speciellen Fall, dass 
die Parameter gleich den Ableitungen der Parameter jS^ sind, 
also 

Alsdann geht das System (er 7) über in das System (a(Vß\ 
dessen Coeflicienten mit g^^^ bezeichnet werden mögen, sodass z. B. 

und das System (yß) verwandelt sieh in das System (d'ß ß). 
£8 empfiehlt sich die Coeffidenten des Systems (ßd^ß) einznfQhren, 
sie mögen heissen. Dann stimmen die CWficienten des 

Systems (d' ß ß), die für den Augenblick durch (d' jS ß)mn dar- 
gestellt werden sollen, mit den überein bis auf sechs, wo 
sich das Vorzeichen Sndert, nSmlidi 















(d'ß ß)„'- 




{^'ß'ß)u- 




(d'ß ß)„~ 


-92- 



Was endlich das identische System (aß)' anbetrifft, so 
dürfen als die vier Parameterverbindnngen desselben die Ooeffi- 
cienten einer Horizontal- oder Vertikalreihe des orthogonalen 
Sechzehnersystems (</„,«) gewählt werden. Ich wähle z. B. r^j^, 

^^341 ^Au« 

In diesem Fall lautet die durch obiges Theorem aus- 
gesprochene Komposition vrie folgt: 
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^11 ^if 











wonns z. B. 



(•) 



-*u«2 -*««2 +*K«2 -*u«2 



(') (') (0 V») 

«'•4Ö14 -^^440,4 ~f'l4Ö»4-f 14 044 



II = l 



(») (»') I ('•) I ('■) 

4 

(»•) X'i3'- 

^=1 



(0 



(V) 



(0 I (») 

ÖS4 + ^^44 044 



2. Aufstellung orÜtogomHer SeckgAncrsysfcme für die Theteh 
fuMonen von zwei Argtimcntm. — Ich verweise zunächst auf 

das CASPAHY'sche Theorem, wonach die Thetaprodukte 

faß — ^ufi («1, «f) ^aß (PU tft) 

in der Anordnung 

/o /Ii ^^4 
"~ /i ^if /!• /o4 

/i. r, A 

<üe Coefficienten eines Orthogonalsystems bilden. 

Herr Caspary gelangt zu seiner Anordnung, indem er, wie oben 
angegeben, ans den beiden Parameterquadrupeln a'^, /?,< ("^1.2, •».4) 
ein orthogonales Sechzehnersystem komponirt, füi- die beiden 
Qoadnq^ je dasselbe GöPEL'sche System von Thetaiunktionen 
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144 Jabsu: 

mit den Argumenten % + j + % ~ i/i i ^"a ~ i/g 

doppelten Moduln substitidrt und alsdann die Formeln der 
quadratischen Transformation anwendet.^) 

Ich benutze dieses Theorem mit der kleinen Abänderung, 

tlass ich die Parameter a,,-, ßu ii^it ein inid derselben Funktion 
bezw. multiplicirt annehme, dais ich daher die Grössen /„^^ 
durch die Grössen 

gmn = ÄiÄi&„^ (Xiy Xi) ^„ft Ol, ya) (i«,n = l,2,8,4; 

ersetze, wo ^ beliebige Funktionen von ^i + ^i« ^ + 9« 
bzw. — ^ ~ bedeuten. (Vgl. F. Caspabt, Liouville's J. 
(4) VI,^ p. 372.) . 

Hiemach wird z. 6. 

ffW «1 /^d ~^2ßü-\- Hßi - «4 A = ^1 ^2 -^IS (^1 » 2^2) ^13 Ol . !fi\ 

■ 

thi = «1 /^i - i^l " f^.i /^ l + «I P3 ^1 ^2 ^1 (-^1 T ^'^l O/i 7 //i)? 

woraus, wenn die Argumente y gleich Constanten, etwa 

gewählt und zur Abkürzung 

^(«n «2) — W 

gesetzt wird: 

Durch Differentiation von (0 nach .'1 — ^j, — f/2 geht 
wieder ein orthogonales Sechzehncrsystem hervor, dessen Coeffi- 
cienten „ heissen mögen. Z. B. wird 

i) Herr Kuausk hatte die Qüte mir mitzutheileu, dass in den 
Fonneln (i) für die beiden Quadrupel a^,^ß^^ auch je dasselbe OÖPEi.*scbe 

•C 1 w 

System von Thetaquadxaten (5, 3, 1, 13) mit den Argumenten ■ * T , 

— -i-^* bzw. - ^^ ^' , und einfachen Moduln gesetzt werden 

kann, wie aus den Formeln des gewöhnlichen Additionstheorems (vgl. 
M. Khatsk, Die Transformation der hyperelliptischen Funktionen erster 
Ordnung, p. 42) sich ergiebt. 



(I) 
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Aus den Formeln (3) siehe ich zwei Folgerungen. Einmal 
wühle ich, wie ohen, 

dann wird, wenn ich der Kftrze halber noch 
setse: 



1") 



Anderersett» wähle ich Sfi= Vi^O und ersetze , durch 

yj — ^/j, r., — d. h. ich setze die Parameter K^eich den 
Parametorn p„. Dadurch erhalt*' ich ein neues orthogonales 
Sechzehnersystem , dessen Coeitkieuten g«, „ c«. « = 1,2. 1, heissen 
mögen; uud zwar 



(UI) 



Wende ich dieselbe Substitution wie eben auf ( 2) noch auf 
(i) an, so finde ich 

(4) ßl + + +ßl - - o). 

Die Methüde, deren ich mich in dieser Xr. bediene, uni 
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Orthogonalsysteme für die Ableitungen der Tbetafunktionen zu 
gewinnen, ist dieselbe, welche meiner Note in den C. K. üXXV, 
IÖ97, p. 486 — 481} zu Grunde liegt. 

3. Di/f'nmtialhrzirhunf/cn erster Ordnunf/, — Ich führe jetzt 
die in (I), (II), (III) gewonnenen Ausdrücke in die Formeln (i) 
für V « 1 ein. Wird noch 

gesetzt, so erhalte ich die ersten Ableitnngen als lineare 
Funktionen von I13, ^tt hi ^ ^* 

^'Il3 — & »h - ^1 - k + ^18 ^13 > 
— -fe[S%-S5 1?is-f <^^3 » 

^'la = Ii % 4- % + Iwlii« + » 

WO 

<P«^^ = dlog-4i^2^5(j^ — a) + <'logd„^(a)} 
<flog*«^(a) « [<Jlogdcr^(a?)lr«« 

T, = 0 X| = 0 

Das System (K^) umfasst die von Ihnen in den Annali dii 
Hat» (j) I, p. 272 mitgetheilten Differentialbeziehungen als speciellen 
FalL Ich erhalte sie, wenn ich 

ÄiA^'^^(» — a) — const • e 

wühle und gleichzeitig a? — n durch v ersetze. 

4. Zweite JIerieiti(H(j der JJifJ'ercntialheciihio/f/rn erster Ord- 
nung. — Die eben dargelegte Methode führt zur Aufstellung der 
Diflferentialbeziehungen beliebter Ordnung, Käme es mir allein 
auf die Herleitung derjenigen von der ersten Ordnung an, so 
hätte es genügt, jenes System von Diffcrentialidentitäien zu Hülfe 
zu nehmen, welches zwischen den Elemenkn eines orthogonalen 
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Sechzehnersjstems besteht, und welches ich im Ii8. Bande des 
Journals f. d. reine u. angew. Math. p. 229 aufgestellt habe. Ich 
benutze diese Gelegenheit, um das daselbst fehlerhaft abgedruckte 
System noch einmal hinzuschreiben: 

dffu— jffl i d log (/ =gijj)r» 4- i/l rPsj tPjr = —Qi i l'U —QZ i «^48 — (fA i , 

(Iga— jg3id\ogg=gij2)r,-{-(fir2>sj-\-ffi*Pjr=' —gAiVn - fluVu—gav^^ , 
d9ii—\gud\ogg^g^jPr*-\-9ArPti-\-94.tPjr^ —guViz —g-i , ^ 31 — r/s.t'is, 

wo die Indices t, ^, r, s so zu wählen sind, dass sie durch eine 
gerade Anzahl von Permntationen in die Beihenfolge 1, 2, 3, 4 
übergehen, und wo 







2'u = 










«^f («) + ^tiß)^ 




PM^Ptiß)^ 

1 


2^34 = 




2j>«« 


-pM^Piiß). 


2 "23 = 






-Pii'd-^pJß)'. 


2 ' '31 = 




^Plt^ 




2i;„« 


- «'sW H- *stf )i 



4 4 

9''9u + 9li-\- 9li + 9li -^«^ '^ßl ♦ 
Nehme ick hier zunächst 



und betrachte die Ableitungen inbezug auf x — 2/, so wird z B. 

9i* 1 <^log7 . (f) r^) rt?) ,w) 

±7)-ifi'l4rf(^)=— ^S4^'W +^'34'^S;4 -^^44^"« -^lli^M +^'^13^^1i * 

Nun ist 

Demnach ergiebt sich fttr 
im Hinblick auf (II): 

Femer ist^), wieder für ^ == a: 

i) Vgl. Jüuruai f. d, reiue u. aiigew. Alatli. CXIX, p. 245. 
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E. Jahnks: 




und wegen (4) 

dlogg = dlogAl^^{x — 0). 

Demuach fliesst aus (i'j: 



f'ls — & ^ il %+i8 %+Sl8%8'* Is4%4+{M^04+Iw«20i- 

Hier orgeben sich für die ersten Ableitungen der ^„,„ zwei 
verschiedene Darstellungen. Dieses Resnltat ist indessen der 
zweiten Herleiiung nicht eigenthümlich. Geht mim nämlieli zu 
der ersten Herleitung zurück, so sieht man. dass man als die 
vier Parameter Verbindungen des ifhniisdien Orthogonalsystems 
eines der Quadrupel gu^ ffih ffsii [l4,i (' = 1,2,3,4) hätte wählen 
können, dass daher vier versdtiedene DarsteUungm der dimn 
möglich sind. 

5. Di/ferenHalbeMi^ungen zweiter Ordmmg. — Um nach der 
in Kr. I. dargelegten Methode Differentialbesiehnngen zweiter 
Ordnung zwischen den Thetafunktionen von zwei Argumenten zu 
erhalten, habe ich zunächst die orthogonalen Sechzehnereysteme 
(^M») und {^in n) aufzustellen. Das erstere geht aus dem System Qfm «) 
hervor, wenn die Parameter durch ihre zweiten Ableitungen d^ßfi, 
das letztere, wenn ausserdem die Parameter durch die ß^^ er^ 
setzt werden. 

In analoger Weise wie die gm„ finde ich z. B. 





Hieraus folgt für 
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(IT) 



4- 4^i<i^,[*i,(a)0w(x)— ^»(a)d„(a:)] +4^i(i«^,.^,(a)d,s(«), 
4i?ä-.ixu4,[^i - (a)^i (ar) + (a)^i («)] 

und f&r ^1 = i/^ 0 mit nachfolgender Substitution von d^ii ~ Oj , 
1^ — <7, anstelle von 0*1, x^: 

= - 24c, ^, (o; - a) - c, ^, {x ~ a), 

- - 2 Alf-; (j- - a) - 2rf^l* (j: - a), 

Die Einfiihmng der Ausdrücke (I), (IV), (V) in die Formeln (i) 
fär V 2 fuhrt zufolgeuden Differentialbeziehungen zweiter Ordnung: 

*isf«) 



2*, dfe - 2 (- {,ti - ««6 - 1,6,) 

+ - iji^ - 2dlog^,^dlog*,(o)], 



Matb.-pbys. CUbm 1900. 



IS 
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wo 

riJaii =^ log 4- <J log ^a/^(a), 

+ 4dlog^,il,[rflog^^(«) + dlog^sCx - «)]. 

Das System (K^^ lässt sich noch iu eine audere Fonn 
bringeu. Berüclcsichtigt man die Kelation 

itfi Vafi + V»ß^ log — »)» 

80 ist zunächst 

und entsprechend für die übrigen Verbindungen. Demnach 
wegen (Kj): 

kVi - «ifli - hvU - Ii8<^i« + fiiiWs + fl» + fl! - <'^iJ 

u. s. w. Hiernach niinint das System (K^) die ronn au: 

<''«tt-2(«s'J.«»- M,«».- fefla«.) - 3i,.(i)|,+ .Ä + 1)!) 

«. 8. w. Wird Mich )ii«r 

^^,«J(a; — *a) ~ conat • e ' 
gewSblt, to gebt das System (K^ Uber in daa folgende: 

^h-^ ii.n.'i log ^ + Un^ä log^ + log ^) 

-2fe(uf,+ ij|+i^)-M5. 

wo die Constanten A«^ folgende Bedeutung haben: 

i„ - 1 - ,p log - (rf log -;^)\ ■ 
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Zu bemerken ist noch, dass unter entweder die Summe 

oder ein einziger dieser Tenne verstanden werden darf. 

Die Diflferentialbeziehim^en (Kg) und (Ko) umfassen als 
specielle Fälle diejenigen, welche Sie am genannten Ort auf- 
gestellt haben. 

Dies möge genügen, um zu zeitren, dass die dargelegte 
Methode geeignet ist, die Differentialbeziehungen beliebiger Ord- 
nung für Thetafonktionen von zwei Argumenten aufzustellen. 



Druckfertig erklärt 1$. XI. 1900.J 
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6ESAMMTSITZÜNG DER GESELLSCHAFT 
VOM 14 NOVEMBER 1900. 

Vortrag hielt: 

Herr Hermann Cbedner, o. M. : „Die vogtländisclieii Erdbebenschwänue 
während des Juli und des August 1900'^ 

Hermann Credner: Die rofftländi sehen Erdhchmsehm'irme 
ieiilireynl des Juli und des Autjusf li)(J(K rVorg-etragen in der 
Ucsainnitsitzung der Gesellschaft am 14. November 1900.) Hierzu 
Tafel 1 bis IV. 

Auf das durch seine lange Dauer, sowie durch die grosse 
Zahl und Stärke seiner Stösse bis dahin im siiclisi.srh Krihniischen 
Schüttergebiete «nnzig dastehende Erdbeben im October und 
November 1897^) folgte dort eine zwei nnd einhalbjährige ver- 
hältnissmässige Ruhe der seismischen Thätigkeit. Zum gänzlichen 
Erlöschen gelangte jedoch dieselbe nicht, äusserte sich vielmehr 
in kürzeren oder längeren Intervallen und zwar vorzugsweise 
innerhalb des oberen Vogtlandes durch schwächere Erbebungen 
von ausnahmslos localer Natur. Ueber 12 derselben ist an dieser 
Stelle Bericht erstattet worden^ und 2 andere ereigneten sieh 
kurz nachdem dies geschehen.^ 

1) H. ruKDM u. Abhandl. d. raath.-phyB. Cl, d. Sgl. S&chs. Ges. 
d. Wis8. B. XXIV. No. IV. Leipzig 1898. 

2) H. Ckedner. lier. d. math.-phy8. Cl. d. Kgl. Sächs. Ges. d. 
Wif?s. Miii 1900. S. 37 

3; Diese beiden Beben fanden am Morgen des 20. Mai in Graslitz 
und in dem ao km davon entfernten Brambach statte 2 Oi-ten, welche 
die Epicentren des etwa i Monat später beginnenden gxossen Erd- 
bebens bilden werden. 

I 51 der seit 1875 fortgeführten Nummerirung). 20. Mai 1900, 
früh h 3 in Graslitz und dem benachbarten Grünberg lang 
andauerndes donnerndes Dröhnen, 
h. 4.45 mehrfache sich in Zeitzwischenrämnen von 3—4 Minuten 
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Auch in den ersten Tagen des Juli d. J. bogannen sich ki 
dor (ira.slitzcr und kurz darauf auch in der 13raiiibai hör (iogond 
Sfliuarhe Erschütterungen henierklicli zu machen, statt alior bahi 
wieder der Ruhe zu weichen, setzten sie sich in wechselnder 
Zahl uud Energie tagelang fort, l)is sie i\m 7. Juli in eiueui * 
Hauptslosse vom Stärkegrad 5 gipfelten, um erst dauu wieder 
aUmähiicb in schwachen Zuckungen und unterirdischem Rollen 
auszntönen. Die £rdbebenpenodc schien ihr finde erreicht zu 
haben. Da, nach einer makroseismischen Ruhepause von 7 Tagen 
begannen am iS. Juli die Erhebungen Ton Neuem, nahmen in un- 
regelmftssigen Sprttngen an Zahl und Kraft zu, erreichten am 25. JuU 
ihre grOsste SohtttterstHrke in 2 Hauptstössen und setzten mit 
yerminderter Intensit&t und in grösseren oder geringeren Zwischen- 
räumen bis zum 14. August fort, um dann yom 15. bis 21. August 
in localem Bollen und einigen minimalen Erzitterungen des Bodens 
zu verklingen. 

Die YOgtländische Erdbchenperiodc des Juli und August 1 900 
setzt sich demnach aus 2 ErdbebeuschwUrmen zusammen, die 
durch eine siebentägige seismische Pause getrennt werden. 

Die uaclifolgeude Beschreibung dieses schon durch seine 
lange Dauer aussergewöbnlichen Erdbel)ens beruht auf der Ver- 
arbeitung eines sehr reichen Beobachtungsmateriales. Dasselbe 
ist in erster Linie der Berichterstattung nachstehender Referenten 
der sächsischen Erdbebeuconmiission zu danken, welche sich 
wiederum der Mühe untery.ogen haben, die in ihrem Wohnorte 
uud dessen weiterem Umkreise gemachten seismischen Wahr- 
nehmungen systematisch zu sammeln und ihre oft sehr umfängliche | 
Ausbeute der GentralBtelle in Leipzig zu tlbermitteln. Es gebührt 
dieses Verdienst den Herren Stadtarzt Dr. BXuul in Graslits» 
Oberlehrer Enolert in Untersachsenberg, Qerichtsarzt Dr. Fuchs 
in Bleistadt, Apotheker Elinonbr in Bad Elster, Oberlehrer 
Dr. LoHRMAMN in Annaberg, Postverwalter Benz in Brambach, 
Gantor Schneider in Elingenthal, Bürgerschnllehrer Sieber in 
SchSneck, Seminaroberlehrer Simon in Auerbach, Büi-gerschuldirektor 
Speschny in >«eudeck, Lehrer Tutel in Johunugeorgeustadt, 

wiederiiolende, jedesmal siflrkere Erschütterungen, schliesdieh 
ein ziemlich kräftiger* Stoss (Bef. Herr Dr. BXum. in Graelita). 
2 (s 52). 20 Mai 1900 früh h. 5.37 in Brambach 5 StOsse, von 
denen der 3. und 4. die stärksten sind (Ref. Herr Bbnz und die 
Bahnhof8?erwaltung in Brambach). 
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Oberlehrer Dr. Voobl in M&rlmeiikirdieii , Professor Weise in 

Plauen, Kirchschullehrer Werner in Schönberg a. Ka. und 

Oberlehrer Wülfel in Itossbach. 

Ausserdem haben uns durch z. Th. selir ausführliche Bericht- 
erstattung unterstützt die Hen-en Bergverwaltcr Ai (u stin in 
Eibenberg, Prof. Dr. Dos.s aus Riga, damals in Auerbach, Dr. Gauert 
aus Leipzig, Lclirer Hartenstein in Ebersbaeh, Prof. Dr. Mohr 
in Annaberg, namentlich aber Herr Pharmaceut Stowasser in 
Graslitz. 

Sehr werthvoll erwiesen sich femer die telegraphischen Be- 
nachrichtigungen von Seiten der Stationsvorstände zu Brambach, 
Falkenstein, Hammerbrücke, Jocketa, Klingenthal, 
Huldenberg, Schöneck, Wilsschhaus und Zwota, welche 
wie sftmmtliche übrigen Bahnho&Terwaltangen des Königreiches 
dnrch Yerordnnng der König]. Generaldirektion der S&cha. 
Staatseisenhahnen zur Berichterstattung über alle etwa dort 
beobachtete Erderschütterongen angewiesen worden sind. 

Dankbarste Anerkennung gebührt endlich der Bedaktion des 
Yogtländischen Anzeigers und Tageblattes in IMaueii, 
welche der Fillle der ihr aus dem ganzen Vogtlande /uströmenden 
Erdbebennachrichten seit Jahren und so auch diesmal bereitwilligst 
die Spalten ihres Blattes öflPnctc und dadui'ch letzteres zu einem 
"wichtigen Saminelurgane für die Beiickte über die heimathlichen 
seismischen Ereignisse gemacht hat. 

Alle diese Berichterstatter und Förderer unserer Bestrebungen 
mögen sich für ihre Mühewaltung durch die Wahrnehmung ent- 
schädigt fühlen, dass jede ihrer Mittheilungen sich mit denen 
ihrer C!ollegen yerwoben hat su dem einheitlichen Gesammtbilde 
eines der bemerkenswerthesten Erdbeben, die unser Vaterland 
betroffen haben. 

Eine grosse Schwierigkeit, welcher bei diesem neuesten wie 
bei allen fröheren Erdbeben die Ausnutzung des auf solchen 
Wegen eingegangenen Materiales begegnet, sind die ungenauen 
Zeitangaben, die sich in den meisten Fällen auf spSter un- 
controllirbare Ortszeiten beziehen und dann nur zu ungefährer 
Fixirung des Eintrittspuuktes der Einzelstösse genügen. Eine 
werthvolle Ausnahme machen die kurzen telegraphischeu Mit- 
theilungen der Eisenbahnstationen, sowie die Berichte einiger 
weniger der Herren Referenten, welche auf niittpleuropäischor 
Zeit basiren. Aber sie reichen nicht hin, den Versuch einer 

18» 
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GoDstniction tob Isoehronen zu wagen. Das aUgemeine Bild 
dos YerlanfeS) der Entreekung und der Wiricnngen des Erdbebens 
leidet jedoch unter diesen M&ngeln nur wenig. 



Das YOgtländische Erdbeben vom 1. Jali bis 21. Aogast 1900. 

Der erste Erdbebenscliwarm vom 1. bis U. Juli 
und seine Vorboten. 

Hierzu Talel I und II. 

Vorboten im Juni, Bereits an yerschiedenen Tagen der zweiten 
H&lfte des Juni, namentlich am i6., 19. und 29. dieses Monats 
beobachtete Herr Bergrerwalter Auqustin in seinem auf festem 
PbylHtboden stehenden Wohnorte Eibenberg bei Graslits ein unter- 
irdisches Grollen und Bollen, welches jedeaanal mehrere Seennden 
andauerte, sich zuweilen in kurzen Zeitzwischenr&umen wiederholte, 
aus der Richtung von NNO heranzogt aber von flkhlbaren Erschüi- 
tenmgen nicht begleitet war. Aus diesen Wahrnehmungen und 
seiueu seismischen Ert'ahruiigeu vom Herbste 1897 schloss HeiT 
AuuuSTiN bereits damals, dass ein neues Erdbeben im Anzüge sei. 

1. Jali. 

Den ersten Ötoss bemerkte Herr Augustin am Abend des 
1, Juli h. 10.37, Derselbe war kurz und scharf und setzte sogar 
die auf dem Tische steheude Lampe in Bewegung. Gegen 1 1 ülir 
maclit sich aus der Tiefe kommendes Grollen hörbar. 

2. Juli. 

Unterirdisches Köllen Aviederholt sich mehrmals. Am Abeud 
h. 8.42 erfolgen in Eibenberg kurz nach einander 2 schwache 
Stösse. 

3. Juli. 

Der genannte Eibenbeiger Beobachter hat im Laufe des 
ganzen Tages das Gefühl, als sei der Erdboden in einer gewissen, 
unbestimmbaren Bewegung, bis sich diese abends h. 10.29 zu einem 
schwachen und h. 10.50 zu einem ziemlich heftigen Stosse stoigei-t. 

Auch in Graslitz werden während dieser Nacht Er- 
schfttterungen verspürt, von denen diejenigen h. 10.50 und h. 1 1.50 
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die stSrlcsten sind. In dem 5 km entfernten Klingenthal wird 
nur wiederholtes unterirdisches DonneiTollen, keine Erbebnng 
wahrgenommen. 

4. Jvli. 

Die Krdbebcnerscheinungen nehmen an Zahl und Enero^io zu. 
Ziiüikbst wird über schwache Stösse berichtet, die am Morgen 
des 4. Juli h. 4.50 in Eibenberg, ferner h. 7.01 und h. 7.25 
in Brambach und seiner ümgehnnrr stattfanden. Diese letzteren 
.stehen mit don seismischen Begebenheiten der Gegend von Graslitz- 
Eibenberg-Klingenthal in keinem directen Connexc (vergl. Tafel I), 
gehen Yielmehr von einem selbständigen Erdbebenheerde 
in der äussersten Südecke des Vogtlaudes aus, die sich als solcher 
schon längst durch die dort so häufigen, z. Th. recht energischen 
Erschütterungen zu erkennen gegeben hat nnd als welcher sie 
sich während des ganzen jüngsten Erdbebens bewährt. 

Schwache Stösse wiederholen sich Abends h. 6.52 in Graslitz, 
b. 8.30 nnd h. 9.05 in üntersachsenberg und Eibenberg, bis 
h. 10.31 ein recht kräftiger Stoss erfolgt, der sidi, begleitet yon 
unterirdischem donnerartigem Bollen oder Krachen, innerhalb eines 
Erschütterungsgebietes äussert, welches sich Über den grösseren 
Theil des Vogtlandes ausdehnt. Am intensivsten wirkt derselbe 
in Graslitz und seinen Nachbarorten Eibenberg, Silberbach, Grünberg 
und Klingeuthal, wo meist 2 kurze, scharfe, rasch auf einander 
toL't'iide Stösse l)emerkt werden. Nach S zu breitet sich die 
Erschütterung l)is Bleistadt, nach W über Zwota und Markneu- 
kirchen bis Marieney und Unterwürschnitz bei Oelsnitz, nacli N 
und NW über Untersachsenberg, Falkenstein, Tannenbergsthal 
lind Kautenkranz bis Auerbach aus. In diesem Gebiete geringerer 
Schütterstiirk e äussert sieh die Erl)ebung entweder nur noch als 
schwach stossformige oder als wellenförmig schaukelnde Bewegung, 
beide jedoch mit z. Th. sehr lautem unterirdischen Geräusdi 
verbunden. Die Geringfägigkeit der Erschütterung in diesem 
Bandgebiete erklärt es, dass sie innerhalb desselben nur unter 
besonders günstigen Verhältnissen wahrgenommen wurde und dass 
deshalb die Vertheilung der Beobachtungsorte eine sehr spo- 
radische ist. 

Gleichzeitig erfolgt im äussersten Süden des Vogtlandes, 

im Brambach er Epicentrum, ein ziemlich starker Stoss. 

Auch Naehts b, 1 1 werden an einzelnen (^rten des Haupt- 
schüttergebietes, so in Klingeutiial und ^Maikneukirchen noch 
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mehrere direct auf einander folgende Stösge beobachtet Ferner 
wird in den Abend- und Nachtstunden vor, zwischen und naeh 
diesen St(h»en yer8<diiedenort8 unterirdisches Bollen Temommen, 
so in GrasHts pm, h. 6, — h. 8, — h. 8.45, — h. 9.35, 

— h. 9.51, — h. 10.05, — ^ 10.06, — h. 10.24, — ii,.i8 

— h. 11.20, — h. 11.27. 

6. Juli. 

Eine noch allgemeinere seismische ünmhe herrscht während 
des 5. Juli innerhalb ademlich des gleichen Schfttterareales, in 
welchem sidi fast zu jeder Stunde, zeitweilig nach nur kurzen 
Pausen StOsse bemeridich machen. Auch jetzt bleibt Graslitz 
und seine Umgebung das pleisto-seismische Gebiet. Zunächst 
wird der Boden von Graslitz von Mittemacht bis in die Morpen- 
stundon von steten Erzitterungen betrotfen, denen sich stärkere 
und schwüchere, z. Th. lang andauernde uuteiirdische Geräusche 
zugesellen und die sich in der Zeit von h. 12 bis früh h. 3 
zu mindestens 13, theilwciso recht intensiven Stössen steigern. 
Einige der letzteren machen sieh noch jenseits der bisherigen 
Schüttergrenze geltend, so derjenige h. 2 nach 0 bis Neudeck, 
andere nach W bis Bad Elster, noch andere scheinen unabhSngig 
von den aus der Grasiitzer Gegend ausgehenden Erschütterungen 
localen Ursprunges zu sein und Äussern sich an ordnungslos ver- 
streuten Einzelstellen. Zu diesen gehört wiederum die als epi- 
central bekannte Gegend von Brambach im Stiden, ferner Auerbach 
im Norden und Markneukirchen im Westen des SchjELttergebietes. 
Jedenfalls aber coneentxirt ach die hanptsSchlichste sdsmische 
Thfttigkeit wie bisher auf Graslitz und s^e Nachbarschaft, wahrend 
sie sich in den peripherischen Kegionen oft nur als rollende 
Ger&usche, zuweilen als wellenfthrmige Bewegungen oder in nur 
so geringfügigen Erzitteningen kund giebt, dass diese bloss am 
Schwanken der Magnetnadel und an der Unruhe, welche sich der 
Hausiliiore bemächtigt, zur Wahrnehmung gelangen. 

Von makroseismischen Erhebungen sind während des 5. Juli 
die folgenden registrirt worden: 

a. Im Grasiitz-Untersachsenberger Schüttergebiete. 

am. h. 1 2.2 Stoss in Eibenberg, Elingenthal und üntersaehsenberg, 
Bollen in Graslitz; 
h. 12.43 langes Bollen und Stoss in Graslitz; 
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h. I in Graslitz stärkerer Stoss» vorher und hintorher 
lang andauerndes Bollen und 3 sehr leichte Stösse; 

h. 1.30 und h. 1.35 Stösse in Zwota und Falkenstein; 

h. 1.5 1, — h. 1.52, — h. 1.57 ziemlich starke BtCsse in 
Graslits, Elingenthal, Untersachsenbei^, Georgen- 
thal, Keudeck, Zwota, Markneukirchen, Bad Elster 
und Bleistadt. In Graslitz von h. i ab fast un- 
unterbrochenes unterirdisches Rollen, sowie Zitteni 
des Erdbodens, in Klingenthal ein stetes, z. Th. mit 
schwachen Erbebungen verbundenes, unterirdisches 
Grollen, welche hier wie dort bis zur Morgenliiihe 
anhalten; 

h. 5 schwacher Stoss in Z\s'ofa; 

h. 7.19 bis h. 7.36 in Graslitz, Untersachsenberg, Unterzwota, 
Markneukirohen, Bad Elster 2 — 3 Stösse; 

h. 7.54 in Auerbach starkes, unterirdisches Donnern, in 
Graslitz kiiLftiger Stoss; 

h. 8.33 ziemlich starker Stoss in Graslitz, Eibenberg, Zwota. 

h. 8.36 Stoss in Graslitz, Georgenthal, Untersachsenberg, 
Klingont ha 1 , Zwota ; 

h. 11.22 Stoss in Graslitz, Untersachsenberg, Klingenthal, 
Bleistadt; 

h 11.37 ^ Eibenberg 2 ziemlich starke Stösse; 

pm, h. 1.22 und h. 1.36 Stoss in Graslitz, Grttnberg und Silberbach; 
h. 2.37, — h. 2.46 und h. 2.56 ebendort schwache Stdsse; 
h. 3 wellenförmige Erbebung in Bleistadt; 
h. 5.2 1 in Graslitz 2 etwas stftrkere Stösse; 

h. 10.41 Stoss in Graslitz; 

h. 10.57 Stoss in Graslitz, Georgenthal, Untersachsenborg, 
Keiboldsgrüu, Wiizschhaus, Markneukii'chen, Blei- 
stadt. 

Durch die heftigsten dieser Stösse werden Thüren, Fenster, 
Küchengeräthschaften und sonstige leicht bewegliche Gegenstände 
zum KlappeiTi und Klirren gebracht, zuweilen auch Schlafende 
geweckt* Sonach entspricht ihre Intensität dem Stärkegrad 4 der 
Bossi'schen Skala. 

Das begleitende unterirdische Rollen, Donnern und Bassein 
g^g den Einzelstdssen an ein und demselben Orte bald Toraus, 
bald folgte es ihnen. 
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b. Im Brumbacher Scbüttergebiete. 

am. h. 1.30 bis h. 2 in Brambach, Hohendorf, liäreiidurf, Frosch 
und Sthönberg a. Ka. mehrere Stösse, von diesen 
h. 1.45 der stärkste. 

h. 7.24, — h. 7.40 

h. 9.05, h. 9. 1 o und 

h. 10 meist schwächere Stesse. 

6. Jali. 

Im Laufe des 6. Juli goh^n dio Erdprschüttonmgcn an Zahl 
und Ausdehnung etwas zurück und beschränken sich hauptsächlich 
auf die Stadt Ciraslitz und deren t'inkreis. Gleiches gilt von 
den noch am vorigen Tage so lang andauernden und intensiseu 
unterirdischen (Jeräuschen. Unt(>Fdessea fährt die Cregend von 
Brambach fort, sich als selbständiges Epicentrum zu bewähren. 

lieber folgende Erbebangen während des 6. Jnli liegen 
Berichte vor: 

a. Ans dem Erschütterungsgebiete von Graslitz. 

am. h. 1.46 ziemlich kräftiger Stoss in GrasHtx; 

h. 2.18 schwächerer Stoss dortselbst; 
h. 4.45 desgleichen; 

h. 5 in Untersachsenl)crg und Schüneck 2 Erschütterungen; 
h. 6 Stoss in üntersachsenberg, Kliugenthai, Markneu- 
kirchen : 
h. 8.23 Stoss in Graslitz; 

h. 9 schwache Erschütterung, aber starkes Rollen in 
(iraslitz, Untersachsenberg, Klingenthal, Markneu- 
kirchen; 

pm, h. 11.15, — h 11,20, 11,55 Stdsse in Graslitz. 

b. Aus dem Erschütternngsgebiete yon Brambach. 

am. h. 4.45 Stoss in Hiambach, 

h. 5*32 dcsgleirhcn; 

h. 7.55 Stoss in ]^ranil)ach, Hohendorf, Bärendorf und 

Schön l»crg a. Ka., 
h. I 1.25 desgleichen; 
pm, h. 10.15 desgleichen. 
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7. Juli. 

'Auf einige schwache Ersehfttterangen 
ÖM». h. 2 in Brambach, ferner 

h. 2.45 in i'alkenstein und 

h. 3 in Eautenkranz 
erfolgt 

h. 3.16 der heftigste Stoss des ganzen Erdbeben» 

Schwarmes. Derselbe setzt fast das gesammte Vogtland in Be- 
wegung lind macht sich bis weit Ii i n aus in dem Erzgebirge fühlbar. 
Zugleich aber zieht er, wie die übrigen Hauptstösse dieses Erd- 
bebens das ausserdem seine Selbständigkeit wahrende Brambacher 
Schüttergebiet in Mitleidenschaft. 

So weit die eingegangenen Berichte reichen , verläuft die 
Westgrenze des Schtitterareales dieses Stesses von Schönberg a. Ka. 
in nordwestlicher Richtung jenseits Bad Elster und Oelsnitz 
vorbei über Planen nach Jocketa, — die Nordgrenze von hier 
südlich von Reichenbach und Kirchberg vorüber, — die Süd- 
grenze von Schönberg auf Bleistadt zu. Jedoch Iftsst die Intensität, 
mit welcher sich die Erschüttenmg an der Mehrzahl der nahe 
dieser Umgrenzung liegenden Orte kundgab, darauf schliessen, 
dass sich das Beben noch über dieselbe nach S, W und N hinaus 
erstreckte, aber hier wegen seines geringen St&rkegrades von der 
im Schlafe liegenden Bevölkerung nidit bemerkt wurde. Diese 
Wahrscheinlichkeit wird dadurch erhftrtet, dass jenseits der Ost- 
grenze des Haiiptschütterareals ans einer wenn auch Meinen 
Anzahl von weit nach 0 und NO vorgeschobenen Ort,en Be- 
obachtungen vorliegen, welche das zu erwartende allmähliche 
Ausklingen dos Bebens in diesen Richtungen verfolgen lassen. 
Ganz analog werden die A'(u-hältnisse in der übrigen periiihonscbon 
Zone des Schüttergebietes liegen. In der That hatten sich nach 
NW zu, so in Plauen und Jocketa, die seismischen Wirkungen 
bereits derart abgeschwächt, dass dieser Eandstrich schon der 
Region sehr geringer SchütterstUrke zuzurechnen ist. Bis auf 
einige derartige randliche Streifen giebt demnach das auf Tafel II 
mit einheitlichem Farbtone bedeckte Terrain nur das Hauptschütter' 
gebiet des Erdstosses wieder. 

Die nord-südliche Lftngsachse dieser elliptischen Fl&che misst 
etwa 45 km. Letztere umfasst die St&dte Lengenfeld, Treuen, 
Auerbach, Schönhaide, Falkenstein, Plauen, Oelsnitz, Adorf, Mark- 
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neukirchen, Graslitz und Bleit^tadt, ferner Bad Elster und die 
zwischen crelegcnen Gelände und Ortschatten, im äussersten Süden 
aber auch die Gegend von Brambach und Bcbönberg a. Ka. 

Dieses Erschüttemngsareal auf Grund der wenn auob sehr 
ssahbreioh eingegangenen Berichte in Gebiete gi-össter oder etwas 
geringerer Si^üttorstftrke zu gliedern, erwies sich als unthnnlicb, 
weil der Maassstab, den die Beobachter an letztere legen, ein 
individuell yerschiedener ist und die Folgeerscheinungen eines 
Bebens ebenfiüls keine scharfen Kriterien zur Unterscheidung nahe- 
stehender Schütterstftrken abgeben. 

So ISsst sich denn nur soviel feststellen, dass sich die 
Wirkungen des Erdstosses vom 7. Juli früh h. 3.16 an zahlreichen, 
regellos in dem ganzen oben und auf der Karte Tafel II um- 
schriebenen Gebiete zerstreuten Orten wie folgt äusserten: Häuser 
erzittern, Fenster und Oefen klirren, offne Thüren schwingen, 
Hängelampen und Ampeln pendeln, Küchengcräthschaften und 
(Häser klappern, hier und da knistern die Wände imd bleibt eine 
Pendeluhr stehen. Schlafende werden durch den plötzlichen Stoss 
oder durch Hin- und Herrütteln geweckt. Auf Grund dieser 
seiner Wirkungen auf Menschen und deren Wohnstätten darf 
man dem Stosse den Stärkegrad 5 zuertheilen. So kiftftig und 
selbst be&ngstigend derselbe sich auch äusserte, so erreichte 
er doch die Litensität der HauptstÖsse des vogÜSndischen Erd- 
bebens im October und November des Jahres 1897 mit einem 
Stärkegrad von 6 — 7 bei weitem nichi 

Tiel schwächer waren diejenigen JSrdbebenersoheinungen, 
über die (wie S. 161 bemerkt) von einigen ausserhalb des ge- 
schlossenen Schüttergebietes und zwar im N, NO und 0 des- 
selben gelegenen Orten Berichte einliefen. Die seismischen 
Wirkungen waren hier so geringfügig, dass sie der allgemeinen 
Aufmerksamkeit entgingen und nur von Wenigen bei zufälliger 
Gunst der V'erhältnisse wahrgenommen wurden. So beobachtete 
man in Johanngeorgenstadt eine schwache wellenföiTnige 
Erhebung mit unterirdischem Hollen, in Neudeck starkes, dumpfes 
DonneiToUen, in Crottendorf und Neudorf eine schwache 
Erschütterung nebst hohlem ItoUen, in Annaberg eine schwach 
rüttelnde, zitternde Bewegung verbunden mit rollendem Geräusch. 
Letztere Stadt liegt in 45 km nordöstlicher Entfernung von 
Graslitz und gehört der äussersten makroseismischen WirkuDgs- 
Sphäre des Erdstosses an. Wollte man für die Übrige peripherische 
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Ausdehnung der letzteren gleiohe ICaasse zulassen, so würde sich 
die randliche, sohwftchste Ersdiütterungszone nach Westen bis 
jenseits Hof, nach Norden bis nach Zwickau erstrecken, von wo 
jedoch keinerlei Beobachtungen vorliegen. 

Gelingt es nach dem oben Gesagten nicht, mit den zu 
Gebote stehenden Mitteln in dem geschlossenen SchUttergebiete 
ein pleistoseismisches Areal von einem solchen etwas geringerer 
Schütterstärke abzugi'enzen, so nuiss doch die Gegend von Graslitz- 
Untersachseuburg auch diesmal als dessen Epicentiinn angesprochen 
werden. Ausser durch die dortige Intensität des Stosses selbst 
wird dies dadurch erhärtet, dass dieselbe von Beginn der Erdbeben- 
pehode an der Ausgangspunkt wohl sämmUicher Erschüttoningen 
des östlichen und nördlichen Vogtlandes gewesen ist und dass 
auch die hierselbst im Laufe des 7., 8. und 9. Juli noch auf 
den letzten Hauptstoss folgenden schwachen Stösse sich sänunUidi 
auf Graslitz und seinen nächsten Umkreis beschränken. Und 
zwar finden hier solche am 7. Juli statt: 

Mittags h. 12.11 

pm. h. 2,16 

h. 7.21 

h. 8.30 und 

h. 10.35 

Femer ebenfalls in Graslitz am 

8. Juli. 

am, h. 7.22 

h. 8,24 und h. 8.36 

h. 1 1 .03 
pm. h. 5.51 

h, II. 10, sowie am 

9. Jili. 

Mittags h. 12.04 

pttL h. 5.05 j endlich nach ein und einhalbtägiger Pause am 

11. Juli. 

am. h. 5.05 kurzes Bollen, schwacher Stoss. 



Mit diesen sich abschwächenden und immer seltener werdenden 

Zuckungen erlischt der erste Schwärm der sommerlichen Erd- 
bebenpehode und zwar au derjenigen Stelle, von der seine Vor- 



Digitized by Google 



164 



HsRiaini Obsdhik: 



boten, seine ersten schwi&cheren und spät^^ren stärkeren Stösae, 
die krifüge Erschüttemng yom 4. Juli Nachts h. 10.31 und das 
noch Über die Chranzen des Yogtiiandes hinausgreifende Beben 
Tom 7. Juli frfih h. 3.16 ausgegangen waren. 

Der zeitweilig in Mitwirkung gezogene, sonst selbstSndige 
Erdbebenheerd von Brambach ist bereits Toriier su msikroseismischer 
Buhe gelangt. 



Der zweite ErdlMbenscIiwanQ vom 18. Juli bis 

zum 21. Augubt. 

Hierzu Tafel III und IV. 

Erst nach fast siebentägiger Pause beginnen sich im Laufe 
des 18. Juli seismische Erscheinungen und zwar an beiden 20 km 
weit von einander entfernten Centren yon Keuem zu bethätigen 
(vergl. Tafel m). 

18. Juli. 

Eingeleitet werden dieselben im GrasUtzer Epicentrum durch 
unterirdische Geräusche, welchen im Verlaufe des Tages folgen: 

am. h. 3.48 und 

pm. h. 3.45 je ein schwacher Stoss in der Gegend von Graslitz- 

Zwota; 

h. 9.45 Btoss in Ciraslitz und Eibeuberg, in Markneukirchen 

als Donnerrollen ausklingend; 
h. 10 schwaclier Ötoss in Oraslitz-Zwota; 
h. 10.30 stärkerer Stoss in Graslitz, Untersachsonberg, Zwota. 

rnterii disclK'S Rollen begleitet nicht uiir diese Erschütte ningen, 
sondern st»dlt sich auch wiederholt sell>siUudig zwischen den 
letzteren ein. 

Unabhäugig von die>en StiKssen, die alle nur einen o-an/ 
beschränkten Schülterkreis haben, beginnen am Nachmittage des 
18. Juli auch wieder in dem Brambacher Epicentrum Er- 
bebungen und zwar: 

pm. h. 1.55 und 

h, 3 sehwache Stösse, dann 
h. 10.40 ein stärkerer Stoss. 
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19. Jnli. 

Im Verlaufe der Nacht mehren sich die Erschütterungen im 
C4raslitzer Gebiete, beschränken sich aber entweder auf die 
nächste Umgebung der Stadt Graslitz oder erstrecken sich bloss 
bis zn den Orten Klingenthal, üntersachseuberg, Zwota und 
machen sich nnr ausnahmsweise bis nach Markneokirchen, hier 
zuweilen selbst nur als nnterirdisches BrOhnen und Donnern be- 
merUieh. Derartige meist recht schwache, seltener etwas ener^ 
gischere Stesse wurden reg^strirt: 



am. h. 


12.30 


am. 


h. 


3.40 


h. 


12.45 • 




h. 


3.52 


h. 


I.IO 




h. 


6.03 


h. 


1-35 




h. 


6.20 


h. 


1.37 


pm. 


h. 


1.17 


h. 


145 




h. 


1.42 


h. 


2 




k 


1.44 


h. 


2.25 




h. 


2.32 


h. 


2.30 




h. 


2.34 


h. 


3.15 




h. 


3.38 


h. 


3.30 




h. 


10.40 


h. 


3.35 









Dia Brambach er Gogend wird betrotfon: 
am. h. 12.35 von einem recht kräftigen Sto.ss, welcher die Häuser 
erzittern und Gläser und Geräthschafteu eridiiTen 
macht, und 
h. 3.05 von mehreren schwachen Stössen. 

20. Ml 

Einige geringfügige Erschütterungen wiederholen sich in 
Grraslitz und Umgebung kurz na^h Mitternacht^ nämlich 

am, h. 12.18 
h. 12.28 
h. I.IO, 

um dann Ton den frfthesten Morgenstunden des 20*. Juli an einer 

zeitweiligen Ruhe Platz zu machen. 

21. bis 24. Jili. 

Diese Kuhepause setzt sich während des 21. und 22. bis 
zum Nachmittage des 23. Juli fort, wo 
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pm. h. 3.40 in GraslitE ein ziemlioh energisdier Doppelstoss er- 
folgt, der sieb auch in Eibenberg, Klingentbal, Unter* 
sachsenberg und Bnmndöbra, ja oocb in Kotteiib«de 
recbt krSfüg ftnssert. 

Die nächsten Unterbrechungen der seismischen Ruhe finden 
im Oraslitzer Gebiete in den ersten Morgenstunden des 24. Juli 
statt, wo sich 

am. h. 12.35 Klingcnthal, Oraslitz und Eibenberg; 
h. 2.30 in Markneukirchen, femer 

h. 3.03, — h. 3.28, — h. 3.34 und h. 3.45 in Graslitz 
scbwächere Stösse ereignen. 

Im Brambacher £pieentrum offenbart sieb die Fortdauer 
der seismischen Tbäiigkeit 

am 21. Juli pm. h. 11 dnrcb 2 schwache StOsse und 
am 23. Juli pm, h, 3.35 durch einen krftftigen Stoss, der Bram- 
bach und seine Nachbarorte erschüttert 

25. Jnli. 

Auch wiihrPinl dieses Tages erhält sich die Wirksamkeit 
beider Erdbcbeucentren noch getrennt und bleibt durch weite 
neutrale Strecken geschieden. So finden in Brambach, Bären- 
dorf und Schönberg schwache Erschütterungen statt: 

am. Yl 2,2$ 
pm. h. 7.15 und 
h, 7.30 

Ans dem Östlichen Sehfittergebiete hingegen werden 

Erdstösse gemeldet: 

am. h. 2.03 ans Graslitz; 

h. 2.15 ^- 2.20 aus Klingenthal, Arnoidsgrün, Tirpers- 
dorf und Auerbach; 

h, 3 aus Graslitz; 
pm. h. 7.20 aus Markneukirchen; 

h. 7.30 aus Graslitz und Eibenberg. 

Nun aber erfolgt 

pm. h. 7.40 

der heftigste Stoss der ganzen Brdbebenperiode und swar 

augenscheinlich von den zwei seismischen Centren des Vogtlandes 
aus so energisch, dass beide Schüttergel)iete wiederum in eines 
vertiiesseu. Dasselbe deckt zwar kaum ein grösseres, sondern 
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fitffc das nSmliche Areal, wie dasjenige des etwas schwSdiereii 

Bebens vom 7. Juli, jedoch äusserte sich inneihalb desselben die 
Wirkung des Stosses örtlich viel intensiver. 

In Gras Ii tz hebt und senkt sich der Boden kurz wolleii- 
formig, im (»ehen begriüene Iknvolmer wanken, Fenster zitt^^rn, 
geschlossene Thüren rütteln, liier und dort fallen Flaschen um, 
Bilder an den Wänden bewegen sich, Oefeu knacken und wackeln, 
Geschin- kliiii, hier und dort bleibt eine Pendeluhr stehen, ein 
bis 15 Bekunden andaaemdes unterirdisches Donnerrollen geht 
der Erschütterung voran und folgt ihr. Das Beben muss dem- 
nach in Graslitz fast den Stttrkegrad 6 erreicht haben. 

Ancli in UntersacHsenberg erbeben die Hfiuser in ihren 
Gnmdfesten und in Marknenkirehen war die Ersehüttenmg 
eine so heftige, dass viele Bewohner die Hftoser yerUessen und 
sieh anf den Strassen Gruppen geängstigter Mensehen bildeten. 

Ebenso wird aus zahlreichen anderen Ortschaften selbst 
nahe der Peripherie des Schflttergebietes über einen sehr heftigen, 
Ton langandauerndem Rollen begleiteten Stoss und seine energischen 
Wirkungen berichtet, wenn dieselben auch nirgends mehr den 
nätuliehen Stärkegrad erreichen, wie an den ebengeuanuteu 
pleistoseismischen Stelleu. 

Die Grenze dieses Schüttergebic t( s (vergl. Tafel IV) würde 
auf (irund der erfolgten Beiichterstattnng zu ziehen sein östlich 
von Graslitz über Rautenkranz nach Norden, dann im Halbkreis 
südlich an Reiebenbach vorbei nach Plauen, von hier in südlicher 
Sichtung über Asch nach Schönberg a. Ka. und von da zurück 
nach Graslitz. Dass yon ausserhalb dieser Umgrenzung keine 
Nacfaiichten fiber etwaige Erbebungen eingegangen sind, dürfte 
aneh in diesem Falle anf die GeringfQgigkeit der dortigen Boden- 
bewegnng durch das randlich yerklingende Beben zurückzuführen 
sein. Die kartographische Darstellung auf Tafel IV giebt dem- 
nach idmlich wie die Kärtchen der Torigen Beben nur die Ver- 
breitung der Erschütterung höherer Stärkegrade wieder. 

Im Karlsbad-Falkenauer Becken hat sich keine einzige 
der diesjährigen Erbebungen des Vogtlandes, selbst nicht deren 
beftigste vom 25. Juli, bemerklicli gemacht (Hef. Herr Stadt- 
geolog Knett in Karlsbad). Diese Teile des angrenzenden 13r>hiii*MS, 
welche von den Hauptstössen des Erdbebens im Oktober und 
November 1^97 noch recht intensiv betrolfen wurden, liegen 
demnach diesmal ausserhalb des Schüttergebietes. 
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Nach dem gewaltigen StoBSe Ton b. 7.40 erfolgt 
pm, h. 8.10 in Graslitz ein mittelstarker Btoss, der sich noch in 
Markneukirofaen recht kräftig bemerkbar macht, femer 
h. 8.15, ~ h. 8.30 imd h. 8.45 in Graslitz starkes Bollen 

mit schwachem Stoss; endlich werden 
b. 10,05 aus Erlbacb l)ei Markueukin-ben, 
b. 10.29 aus «iraslilz luiti Elbenberg, 
b. iü.30 aus (Jraslitz, ^larkiu-ukircben und Aruoldsgrün 
h. 10.31, — b. 10.33 und 10.35 *^ Graslitz 
b. 1 1 aus Marknoukircbcn 
schwilcbero, stets mit uuterirdiscbein JäoUeu verbundexie Stösse 
gemeldet. Dann aber wiederholt sich 

pm. h. 11.05 

ein Stoss, der an Kraft dengenigen von h* 7.40 nur wenig nach* 
steht, dessen räumliche Ausbreitung jedoch nach Westen und 
Norden zu die des letzteren nicht ganz erreicht, so dass er in 
den St&dten Plauen und Lengenfeld nicht mehr beobachtet wird. 
Bahingegeu geuügte seine Intensität noch, om in Bautenkranz- 
Morgeurötbe, also an der Nordostgrenze seines makroseismisch 
festlegbaren SchÜttergebietes , die einige Tage YOiher Tom Blitze 
getroffene hohe Esse der dortigen Marker sehen Tuchfabrik zum 
Einstürze zu briiiiT'Mi. 

AuffälliiT könnte r,s t-rsebeinen, da>s diese ErscbütttTung in 
der im äuss'Tstt'n SO gelegenen Stadt Ascb „so stark war, wie 
seit Mens« Itougedenken nicht". Vielfach bei dort Mörtel von den 
Wänden, (iypsfiguren stürzten von den Simsen, Uhren blieben 
stehen, Leute sprangen aus den Betten, andre liefen beängstigt 
auf die Strasse. Auch in dem nahen Brambach und Schön- 
berg a. Ka. äusserte sieb dieser Stoss ziemlich heftig. Aus der 
energischen Wirksamkeit desselben an den genannten Orten wird 
offenbar, dass gleichzeitig mit dem nordöstlichen auch das sftdliche 
Gentrum des Vogtlandes (vgl. Tafel Ut) in Th&tigkeit getreten 
ist Ob letzteres selbst&ndig geschah, oder ob der Impuls hierzu 
Ton dem Graslitzer Stoss ausging, liLsst sich nicht entscheiden. 

Mit einem mittelstarken Stesse pm* h. 1 1.47 enden in Graslitz 
die seismischen Ereignisse des 25. Juli. 

86. Jnli. 

Erschütterungen schwächeren Grades wiederholen sich in i 
den ersten Morgenstimden des 26. JuH und zwar besonders im 
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GrasUtz-TJntersaclisenberger Rayon, aber aucli tmabhängig hiervon 

an eil) igen isoliitcn Orten des Schüttergebietes der früheren 

Hauptstüsse. So erfolgt: 

am. h. 12.0I in Graslitz und Eibenberg, 

h. 12.21 in Graslit/, Untersachseuborg und Tirpersdorf, 
h. 12.56 in Graslitz, Eibenberg, Briinndöbra und Markneu- 
kirchen ein Stoss. Ebenso in Arnsgrün bei Adorf 
und in Auerbach, beide von Graslitz 20 km entfernt, 
h. 1.15 in Untersachsenberg und Tirpersdorf ein sdiwacher 
Stoss, 

h. 1.24 in Graslitz und Eibenberg ein stärkerer Stoss, 
h. 1.40 in Harkneddrcben Bollen und sehr schwache Er- 
schütterung; 
h. 2 ebenso in Benmtengrün, 

h. 3.30 in Johanngeorgenstadt ein sehr deutlich ftthlharer Stoss. 

Auch innerhalb des Brambacher Schüttergebietes 

äussern sich 

am. h. 1.20 in Brambach, Schönberg und Asch mehrere Stesse. 

Von nun an nimmt die seismische Thütigkeit an Energie 
stetig ab und giebt sich im Laufe des 2O. Juli nur noch durch 
lokales unterirdisches Donnerrollen kund, so 
pm. h. 1.2 1 und h. 1.43 in Graslitz, 

h. 8 und 

h. II in Markneukirchen. 

Die gleiche Tendenz offenbart sich in dem hierdurch bereits 
eingeleiteten letzten Abschnitte der gesanunten Erdhebenperiode. 
Immer seltener und bis auf wenige heftigere Aufzuckungen auch 

schwächer werden die Bodenbewegungen, die Lösung der 
seismischen Spauiiuiigcn in dem Graslitz-Untersachsenberger und 
in dvm Brambacher Krd})ebenheerde erfolgt nicht mehr, wie bei • 
den Hauptstössen der vorborgeLrangenenpleistoseismischen Abscbnitte 
gleichzeitig, — ihre Scbilt tcrkreisti bleiben getrennt, — von diesen 
hat aueli jetzt noch derjenige von Graslitz die bei weitem grösste 
Ausdehnung. Diese schliesslich bis zum Erlöschen führende Ver- 
minderung der seismischen Thätigk^ it nimmt in dem Zeiträume 
bis zum 21. August folgenden Verlauf: 

27. Juli. 

am. h. 1.24 mittelstarker Stoss in Graslitz, 

h. 2 Rollen und leichte Erschütterung in Markneukirchen; 

MAth.-phyi. CUiM 1900. 14 
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h. 4 schwacher, 

h. 6.14 schwacher Stoss in GrasUtSi der letsiere auch in 
Falkenstein fühlbar. 

Unterirdisches Bollen macht sich hOrbar in Graslitz: am. 
h. 3-52, — h. 3-58, — b. 6.10, — pm. b. 8.25, — h. 8.27, 
- — h. 8.30, — b. 8.50, — h. 9.54, femer in Marknenkireben 
h. 11.58. 

28. Juli. 

In QraslitE am. b. 7, 

pM» h* 2, 

h. 5.6 schwache Stösse und 
j^m, h. 5.05, — h. 8.10, — h. 8.36, — h. 10.50, 

— Ii. 11.5.S untorirdischos Köllen. 
Ausserdem wird in Markueukirclien <u)i. h. 12.5 und in 
Rebesgrüu bei Auerbach pm, h. 5.1 ein mässiger Stoss gelulilt. 

Im Brambacher Schüttergebiete. 

(DU. h. 8.5 ein schwacher, 
p)n. h. 5 ein ziemlicli krilt'tiger, 
h. 1 1 .55 ein schwacher Stoss. 

29. Jnli. 

In Graslitz am, b. 12.6 zwei schwache Erschütterungen, 

h. 12.15 ^^öd 
pm, h. 3.30 je ein schwacher Stoss 
h. 1 1 mehrere schwache Stösse. 
Ferner von Nachts h. 12.6 bis h. 12.45 sich mit 2—3 
Iiinuten Unterbrechung wiederholendes, entfernt klingendes Bollen, 
ebensolches am. b. 9.03 nnd h. 11.58. 

In Marknenkirohen findet Nachts h. 11.59 ^ sdemlieb 
kräftiger Erdstoss statt. 

Im Brambacher Schttttergebiet 
am. h. 9 ein st&rkerer, 
pm. h. 12.30 und 

b. 1.30 je ein schwacher Stoss. 

SO. Jmü. 

In Graslits am. h. 12.15 BoUen, 

h. 12.33 nnd 
b. 3.36 schwacher Stoss. 
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h, 7.15 und 

h. 8.27 stärkerer Stoss, 

8.35, 
h. 8.39 und 

h. 8.50 schwache Stösse 

h. 9 und 

h. 9.03 Bollen, 

h. 10.13 und 

h. 11.29 stärkere Stösse, 
pm. h. 5 Rollen, 

h. 10.30 schwacher Stoss. 

In Markneukirchen am. h. 8.15 schwacher Stoss, 

h. 10 und 
h. II dumpfes Bollen, 
pm» h. 7.30 schwacher Stoss. 

In Bautenkranz am, h. 10.5 ziemlich starker Stoss. 

Im Brambacher Schflttergebiete 

am. h. 6 zwei schwache, rasch aufeinander folgende Stösse, 
h. 1 1.5 eiu stärkerer, in den Häusern, wie im Freien fühlbai'er 
Stoss. 

31. Jolt. 

In Graslitz pm. h. 3.40 schwacher Stoss. 

Unterirdisches Bollen am, h. 1.40, — h. 1.55, — pm. h. 5. 
In GrtLnhach hei Ealkenstein pm. h. 7.30 ein recht kräftiger 

Stoss. 

Im Brambacher Schüttergebiete 

am. h. 10 zwei schwache Stdsse. 



1. August. 

Während bis zum Nachmittage des i. August nur eine 
gerinfTP Erschütterung am. h. 8 in Markneukirchen und zwei 
schwache Stösse pm. h. 2 in Bad Elster zu verzeichnen sind, 
beginnt sich die seismische Energie in den Abendstunden wiederum' 
etwas zu beleben, wie die folgenden Meldungen zeigen. 

pm, h. 7.50 zwei ziemlich starke Stösse in üntersachsenbergi 
h. 8.45 ein Stoss, der sich in Graslitz, Erlbach, Markneu- 
kirchen, Adorf, Arnsgrün, Falkcnstein und Grünbach, 
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also an ninipon über einen giosstn Thoil dos Vogt- 
landes sporadisch verstreuten Orten, und zwar z. Tb. 
recht kräftig bemerkbar macht; 
pm, h. 8.53 Olli Stoss von fast ^^leiclier Stärke und AusbreituDgi 
h. 11.54 untehrdischefi Bollen in GrasUtz. 

Im Brambacher Schüttergebiete 
erfolgen abends h. 8.50 zwei siemlich staike StÖsse. 

2. Ao^t. 

Die am vorigen Abend begonnene Kräftigung der seismischen 
Thfttigkeit nimmt zu: 

am. L 12.25 starkes BoUen und schwacher Stoss in GrasUta, 

h. 2.45 schwache Ürschüttenmg in Markneokirchen; 

h. 3.50 ein krftfliger Stoss in Oraslitz, üntersachsenberg, 
Klingentbai, Harkneokirdien, Falkenstein, GrOnbacb, 
Bad Elster, also mit fast dem nSmUchen Schütter* 
gebiete, wie die beiden Stdsse des vongen Abends 
und zwar selbst noch an peripherisch gelt neu 
Orten (Bad Elster, Falkenstein) vom Stärkegrad 4; 

h. 4, — h. 4.02, — h. 4.04 Köllen in Grnslitz; 

h. 6.04 ziemlich kräftige Erschütterung in Oraslitz, Kliugen- 
thal, Erlbach, Adort und Arnsgrün, also ebenfalls 
von grösserer Ausdehnung. 
pm, h. 2.06 und b. 2.16 Rollen in (iraslitz, 

h. 2,24 stärkerer Stoss in Oraslitz, Untersachsenberg, Mark- 
neukirchen, Erlbach, Bad Elster und in dem weit 
nttrdlich bei Auerbach gelegenen Rebesgrün; 

h. 2.35 ziemlich starker Stoss in üntersachsenberg; 

h. 3.36 schwächerer Stoss in Adorf, 

h. 5.55 ein solcher in llarknenkirchen nnd Klingenthal. 

8. Anglist. 

Die schon am Abend des 2. Aiiirnst eingetretene verhältniss- 
mässige Ruhe hält auch am folgenden Tage an, und ^vird bloss 
durch sich einige Male in GrasUtz hörbar machendes unterirdisches 
Bollen unterbrochen. 

Nur aus dem Brambacber Schüttergebiete wird von 
Abends h. 7.25 ein kräftiger Stoss, gemeldet. 
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4. Aigitt 

Gleiches gilt yom 4. August, wo zwar in Ghraslitz und 
Ifurlcneukirohen wiederholt unterirdische Gerftusche, aber nnr 
Abends h. 7.50 in Marlmenkirchen eine schwache Hrschütternng 
und h. 9.56 in Graslitz imd RebesgrOn bei Auerbach etwas . 

kräftigere Stösse wahrgenommen werden. 

Am 5. Aigist 

berrs^t Tollkommene makroseismische Buhe. 

Ah 6. Aagnst 

hebt in Graslitz und Markneukirchen das unterirdische Donner- 
rollen Yon Neuem an und wftehst an letztgenanntem Orte Nach» 
mittags h. i.io zu leichten Erschütterungen des Bodens an. 

7. Angist. 

Während des ganzen Tages dauern die gleichen Erscheinungen 
fort, nur steigert 'sich die Zahl der Erbebungen. So erfolgen: 

am. h. 9*40) 
pm. h. 1.14 und 

h. 1.16 in Graslitz recht fühlbare Stösse. Anffiilliger 
Weise wird Adorf und seiiio T mgebung gleichzeitig vou einem 
so starken Ötosse bedoÖen, dass die Möbel in den Ziniiiiern 
wanken und die Fenster erklirren. Zu ungefähr derselben Zeit 
wird Ra Iltenkranz im iUissorsten NW des vogtiändischen 
Schüttergebietes von einer Erschütterung betroffen. 

Auch die Gegend von Brambach erleidet Vormittags h. 1 1 
und Nachmittags h. 1.15 je einen Stoss, deren erster sich trotz 
des dort gerade herrschenden Verkehrs allgemein fühlbar macht 

Am 8. nnd 9. An^nsl 
finden fast nirgends im Vogtlandc Erschütterungen, nur wieder- 
holte, namentlich in den ersten Morgenstunden lang andauernde, 
unterirdische Geräusche statt, von denen nur einige wenige mit 
geringen Erbebungen verbunden sind, so am 8. August früh 
zwischen h. 3 und h. 3 40 in Ador^ femer Abends h. 11. 10 in 
Markneukirchen, endlich am 9. August Abends h. 6.24 in 
Graslitz. 

Am 10. Algast 

herrscht der gleiche Zustand: mehrfaches Bollen und einige 
schwache Stösse in Graslitz, letsstere pm, h. 12.1 und h. 4.30. 
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Am II. Aigirt 

ftussern sich im Brambacher Epicentrnm die letzten Zeichen 
dieser Erdbebenperiode in 3 leichten Stössen am. h. 2.30, 

h. 4 und 

h. 7.30. 

Kaum kräftiger offenbart sich die seismische TTnriihe in 
(irasUt/ und Marknoukirehen durch öfteres Rollen, ausserdem in 
Graslitz noch durch zwei schwache Stösso nm. h. 12.54 und 
h. 2.45. Während sich deren letzterer in Markneukircheü nur 
als starkes Donnern kundgiebt, wird gleichzeitig in der weit 
nach N vorgeschobenen Gegend von Falkenstein nnd Aaerbach 
ein ziemlich starker Stoss empfunden. 

Am 12. Au«rust 

flackert die seismische Kraft noch einmal und zwar «raaz sporadisch 

innerhalb des vogtländischen Ersehütterongsgebietes zu einigen 

lokalen, aber recht kräftigen Stössen auf, so * 

am, h. 6.13 in Graslitz, Markneukirchen, Falkenstein und Bauten- 
kränz, 
h. 6.47 in Graslitz, 

pm* h. 5.55 in Ghraslitz und Rautenkranz und scheint mit ihnen zu 
erldschen. Thatsächlich aber ist dies noch nicht der FaE 
Denn nachdem sie am 1 3. August geruht, wird aunSehst 

am 14. AngMt 

früh h. 12.23 Graslitz noch von einem mittelstarken Stesse be- 
troffen. Auch 

an 16. Allgast 

ertönt dorUelbst Nachts k 2.05 ein lautes Bollen. 

Am 16. Aogast 

wiederholt sich ein derartiges unterirdisches Geräusch in Mark- 
neukirchen. 

Endlich nach fast fQnftägiger Pause macht sich 

an 21. August 

frfih h. 5.15 ebendort, also in Markneukirchen, nochmals ein 
solches vernehmbar, diesmal aber verbunden mit einer schwachen 
Erschfltterung des Bodens. 

Mit ihr verklingt auch der zweite der vogtl&ndischen Erd- 
bebenschwSnne des Sommers 1900. 
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Zusammen fassender Rüekblick and tabellarische Uebersicht über den 
. Verlaif des voßtläBdiselieB £hlbeb«M im Jnli und Augwi im. 

Nachdem das als chronisches Schtlttergeljiet bekannte Vogt- 
land und die ihm angrenzenden Landstreckeu l>en'it.s .während 
des Herbstes 18Q7 von eiiuin 37tiigigen Erdbeben betrolVon 
worden waren, vollzog sich dortselbst im Sommer des Jahi-es i goo 
eine Schütterperiode von noch längerer Dauer, indem sie am 
1. Juli einsetzte und erst am 21. August zum Abschlüsse 
gelangte. 

Wenn somit auch ihre Zeitdauer eine beträchtlich grössere 
war, so erreichte doch keiner ihrer Stösse die maximale Schütter- 
stilrke des erstgenannten Bebens. In Jb'olge davon bleibt auch 
die Ansdehnnng ihres Wirkungskreises weit hinter dessen Umfang 
im Jahre 1897 snrOck. Erslareckte sich derselbe damals bis ins 
Egerland, den Kaiserwald» das Tepler Hochland, den Böhmer 
Wald und das Fichtelgebirge, so erreichen die makroseismischen 
Wellen des neuesten Erdbebens nach Saden und Westen zu 
nhgends das Thal der Eger und der Saale, oder im Norden und 
Kordosten die Gegend von Zwickau und Freiberg, tönten vielmehr 
im Umkreise des Vogtlandcs aus und marliten sicli üur iu einem 
Falle bis in die Umgegend von Aunaberg bemerklicli. 

Die 52tägige Schütterperiode des Sommers Kjoo srtzt 
sich aus 2, durch eine makroseisniisehe rnterln-echung von fast 
7 Tagen rretrennten E rdbebensch wärmen von sehr vex-schie- 
dener Dauer zusammen. 

Der erste und kürzere derselben hebt am i. Juli an und 
erlischt am 11. Juli, — die Erschütterungen des zweiten 
Schwarmes hingegen beginnen am 18. Juli und setzen sich mit 
z. Th. längeren Intervallen bis zum 21. August fort. 

Jeder dieser beiden Erdbebenschwärme vollzieht sich im 
Allgemeinen wie folgt: Unterirdisches Donnern und Bollen leitet 
dieselben ein, dann erfolgen während mehrerer Tage zunächst 
smige wenige, später zahlreichere, abwechselnd schwache und 
stSrkere Stesse, sowie unterirdiBche Geräusche, bis sie in einem 
oder zwei Hauptstössen culminiren. Nach diesen beginnt eine 
mehr oder weniger rasche, manchmal dui'ch küizeres Wieder- 
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aufflackern unterbrochene Abnahme dor Erbebungen. Die Zoit- 
z wischenräume zwisclien letzteren werden grösser, tagelang tritt 
makroseismiscke Buhe ein, bis sich nach einem letztenmit sehwriclifr 
Erschütterung verbundenen unterirdischen Donnerrollen der Hohe- 
zustand wieder einstellt. 

In beiden £rdbeben8chw8znien kommt demnach ein auf- und 
abznekendes Crescendoi ein Maximum und ein spnmgfweises 
Deere soendo der seismischen Fibrationen zum Ansdraeke. 

Zu der zeitlichen Lftnge dieser 2 Schwarme steht die Daner 
des pleistosetsmischen Zustandes in geradem Yerhiltnisse. Die 
Erbebungen des ersten kürzeren Abschnittes gipfeln in einem 
einzigen Hauptstosse, — diejenigen des zweitm, dreimal so j 
langen Sclivvannes hingegen in 2 fast gleichstarken Hauptstössen, 
deren 3 /^stüniliges Tntervall durch einen mittelstarken und 10 , 
schwächere Stösso ausgefüllt wird. 

Die Einzelstösse dieser Schwiirnu' gehen von zwei Hoorden 
aus, die durch etwa 20 km Ihitfrrnung von einander getrennt 
sind. Das Epicentrum des wirksamsten derselben ist die Gegend 
Gra sH tz-Eibenberg-Untersachsenberg im Südosten des 
Vogtlandes, welche bereits der Ausgangsort der Hauptstösse des 
Sächsisch -böhmischen Erdbebens im Herbste 1897 war. Der 
zweite selbständige, wenn auch weniger energische Stosspunkt 
liegt in der äussersten Sfldspitze des Vogtiandes und zwar in 
dem Landstriche zwischen Brambaeh-SchOnberg und Asch, 
welcher sich durch zahlreiche frfthere Lokalbeben, sowie, und zwar 
namentlich am 17. November, durch seine Mitwirkung an dem | 
grossen Erdbeben des Jahres 1897 bereits als chronisches Schütter- I 
gebiet bewährt hat. Vom GrasUtz-üntersachsenberger Oentrum | 
gehen die bei Weitem meisten und die stärksten Stösse aus, um 
sich von dort über das ganze Vogtland und angrenzende Annale 
auszubreiten, — die seismischen Wirkungen des Brambachcr Heerdes 
hingegen sind weniger zahlreich und erstrecken sich auch nicht 1 
über das südlicliste Vogtland hinaus. 

Beide Erdbebenheerde ptiegten bis}ier, abgesehen von dem 
grossen Erdbeben im Herbste 1897, unabhängig von einander 
in Thätigkeit zu treten, wie dies durch die beträchtliche Zahl 
der in den letzten 20 Jahren beobachteten Brambacher Lokal- 
beben illustrirt wird, während deren im übrigen Vogüande und 
insbesondere bei Ghraslitz vollkommene Buhe herrschte. In der 
seismischen Periode des Sommers 1900 hingegen behauptet sich 
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diese gegenseitige ünabhiogigkeit nur so lange, als das Graslitz- 
Üntersachsenberger Centrom StSsse geringerer Stftrkegrade und 
somit auch geringerer Ausbreitung erzeugt In solchen Stadien 
der Schütteiperiode hecxscht eine zeitliche Debereinstimmung 
zwischen den Eüizelstössen der beiden Bpiceniralgebiete nicht. 
Sobald jedoch die Graslitzer Stösse ihre grösste Energie und 
Schüttersphäre erlangen, ziehen sie auch das Brambacher Centrum 
in Mitliidoiisclialt, indem sie auucnscbeinlich die hier vorliauJene 
seismische Disposition zur Auslösung bringen. In diesem Falle 
verfliessen also die beiderseitigen Schüttergebiete zu einem, um 
sich später wieder zu trennen und separat zu lialteu. 

Auf ähnliche Vorgänge scheint die Thatsache zurüt^k/n- 
t'ühren zu sein, dass sich im Verlaufe der Erdbebenperiode 
iiiTierbal)) der Schüttergebiete der Hauptstösse beider Schwarme 
nicht selten an ganz sporadischen, z, Th. peripherisch gelegenen 
Punkten räumlich ganz unabhängig vom Epicentrum Stösse und 
unterirdische Geräusche bemerklich machen. Augenscheinlich 
genügte die im vogtländischen Sohütterareale während der ganzrai 
Erdbebenperiode herrschende seismische Unruhe, um an tektonisch 
praedisponirten Stellen des Ton einer Unzahl von Brüchen und 
Verwerfungen zerstückelten VogÜandes unterirdisdie Lagenver- 
ftnderungen zu bewirken, welche jene lokalen Erschütterungen 
erzeugten, die dann als „Belaisbeben** aufzufassen sein würden. 

Den Verlauf der gesammten Scfaütterperiode in allen ihren 
soeben hervorgehobenen Einzelzügen bringt die umstehende tabel- 
larische Uebersicht zur Anschauung. 
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SITZUNG VOM S. DEZEMBER 1900. 

Vorträge hielten: 

Herr Ad. Mavkk, o. M.: Vorlegung einer Abhandhmg von Herrn 
E. V. W EKKK iu Müuclieu: „Liiuengfonietrif und Pi aki-" sehe Systeme". 

Herr Otto Höldkb, o. M.: Vorlegung einer Abhandlung von Herrn 
GsiHABD Kowixj^wsKi in Leipzig: „Einige Bemerkungen snr Theorie 
der stetigen Fonctioiien einer reellen YeiAnderlidien^^ 

Herr I^ueorich Enoel, o. M. : „üeber ein nenee, dem linearen Ejomplex 
analoges Gebilde. 2. Mittheilnng'S 

E. V. Weber: Lmiengeametrie und FFÄFF*sche SysUDtc (In 
der SitsEung yom 3. Dezember 1900 vorgelegt durch Herrn 
Ai>. IiUtbr, 0. K.) 

Als die nächstliegende Verallgemeinerung der Theorie des 
PFAFF'schen Problems kann die Beantwortung folgender Frage 
angesehen werden: 

Welches sind die notwendigen und hinreidienden Bedingungen 
dafür, dus ein n — m - gliedriges PFAFP'sches System in n 
Variabein: 



(A) <^«m+* = äXi ...II—«,) 

1 

sich auf eine Form mit nur t Differentialelementen: 

(B) = JFi* <«^i + • • -Fe* ^f^ 

reduciren lasse, worin die x Funktionen l\ • • /'^ von einander un- 
abhängig sind, und x eine gegebene Zahl der ßeihe 

n — w» + l, « — w + 2, n — 2 

])edeutet, und wie findet man in jedem einzelnen Fall die all- 
gemeinste reducirte Form dieser Art? 

Bchou m meiner ersten Abhandlung über diesen Gegen- 
M»(h.-plijrs. ClasBe idoo. 16 
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stand 'j habe ich darauf hingrwiespn, dass unser Problem im 
Wesentlirhen auf rlif Thror'ic thr llucdrot Comphxc im ni — 1- 
dimensionalm Bafuu hinauskommt. Da somit die Zahl wi, d, h. 
der Ueberschuss der Variabeluzahl in dem PFAFF'schen System A 
über die Anzahl der Gleichungen, das erste und wichtigste Classi- 
ticationsprinzip soUlier Systeme abgiebt, will ich sie als die 
„Stufe*' des PrAFF Schen Systems A bezeichnen. 

In derselben Arbeit^) habe ich femer die Lösung unseres 
Problems für die niedersten in Betracht kommenden Stnfenzahlen 
m SB 3 und m — 4 vollständig dnrehg«fOhrt. 

In einer zweiten Abhandlung') habe ich die Theorie der 
linearen Oompleze im und im Anschlnss daran die Be> 
ductionstheorie der PFAFF'schen Systeme fünfter Stufe ausführlich 
behandelt. 

Die vorliegende Arbeit ist der Theorie der Äg-Complexe 

und der PFAFF st'hcn Systeme sechster Stufe gewidmet. Da je- 
doch schon l)ci dieser Stufe eine sehr grosse Zahl von Fallunter- 
scheiduügon n/Uin- wird, so beschränken wir uns auf die Behand- 
lung einiger ijcsüiidcrs interessanter Fälle und verweisen im 
üebrigen auf eine an anderer Stelle zu gebende ausführliche 
Darlegung. Trotz dieser Beschränkung werden sich uns wichtige 
Ausblicke auf die allgemeine Theorie * ) ergehen; denn die Schwierig- 
keiten der letzteren treten in den hier behandelten Fällen schon 
in ihrem ganzen Umüuig hervor. 

§. I. Die Fragestellung. 

I. Gegeben sei ein PpAFF'sches System A wf*^ Stufe in 
n Yariabeln o;, worin die Oih irgend welche Funktionen dsr )? 
bedeuten; wir setzen dann wie gewöhnlich: 

1) „lieber die Redueirbarkeit eines PpArF^Bchen Systems auf eine 
gegebene Zahl von Tennen**, Sitzungsber. der math. phys. Elasse der 
k. bayer. Akad. d. Wiss. Bd. 30 (1900); ich dtire diese Arbeit 
mit J". 

2) a. a. 0. pag. 283—298. 

3) ,,Linieiicoraplexe im und S^ Htenic PFAFF Scher Gleichungen'', 
ebenda pag. 393; diese Arbeit wii-d mit ^ citirt. 

4; Herr Russjam hat in der Arbeit: „Sistema urawnenij PftkffV* 
(Odessa 1899) die allgemeine LOsung unseres Flroblems versucht, ge- 
langt aber zu unrichtigen Resultaten; vgl. meine Nachschrift zu 
a. a. 0. pag. 299 u. f. 
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n — m 

1 » + * 



Bedeuten dXi und (3^:, ^wei beliebige liitrementeiisystenie, imd diÖ'e- 
reatiiren wir das System A mit dem Symbol d, ferner das System 



(A'j 



mit dem Symbol so folgt unter Berücksicbtigiuig der Be- 
lationen dix — iäx durch Subtraktion: 



(C) 



m m 

'^^^ ^ 

1 1 



(A — 1 . . A — »i) . 



Biese n — m Gleichungen bozeicbnen wir als die „bilinearen 
Coyarianten^^ die Anzahl % der linear unabhängigen unter ihnen^ 
d. h. also den Bang der n — m- zeiligen ICatriz: 



(«) 



als den „Charakter^ endlich den Bang 2tf der altemirenden Matrix 

0 Ai% . . Alm 




worm 



Amt Ami ' 0 



n — m 

Atk — ^kkdikk 

gesetzt wird, als den ,,Bang^^ des Systems A; 2 er ist also die 
Ordnung der hdchsten Uauptunterdeteiminanten in (2), die nicht 
für jedes beliebige Werthsystem: 



(3) 



a'lj Xi, • • • Xn, h> A3 • • • kn. 



m 



identisch verschwinden. 

2. Als Gnindlage des Folgenden dient uns die Thatsache: 
I^oiMt^ »ich das System A auf die Form B redudren lasse, ist 
wtwend^ und hinreichend, dass in der Matrix: 

i) Diese Detinition ist verschieden von deijeuigeu, die ich in diesen 
Berichten 1898 p. 208 gegeben habe. 

16* 
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(4) 



0 Ä 



IS 



Ami • • • 0 Amfl • ' 

Aifi Aifi • • • Amfl 0 • • 



A„i / o 
0 



A\f^A%f^***Aiufq 0 • • • 0 

alle 2 9 + - " reihigen Hauptunterdetermincmten für jedes WeriJi- 
systeni (3) vvrschicindt n. 

Diese Behauptung füllet auts leichtosto aus bekannten Fro- 
BENius'scheu Sätzen über unbescbi^nkt integr^ble Systeme.^) Es 
muBS also insbesondere 

2« < 2f , d. h. T>» — m-f-^y 

gewählt werden, wenn eine Darstellung B möglich sein soll, und 
dies ist der Punkt, bis zu dem die Theorie bereits von H. Gras.s- 
MANK") getühi-t wurde. 

Das Verschwinden der 2 p -|- 2-reihigen Detenniuanten in (4) 
drückt aus, dass die Gleichun^n n df^ = 0 • • • = 0 zusammen 
mit A ein t - gliedriges unbeschränkt integrables System bilden, 
oder auch, was dasselbe besagt, dass die n — m Bilinearformen 



m 



VI 



(5) . 

1 1 

vennöge der q Belationenpaare 

1» m 

(6j ' ^Aif,'ii==0, Aif, ' =^ 0 (,=i...,i) 

1 1 

identisch verschwinden. Damit also eine Darstellung B nwi^- 
lich sei, ist zunächst notwendig, dass überhaupt ein Gieichungen- 
system 

ezistirt, das mit dem congruenten zusammen die Bilinearformen (5) 

zum Verschwinden bringt; wir wollen ein solches System ein 
„5> - gliedriges annllueiides System" nennen. Es bietet sich zu- 
nächst die rein algebraische Autgabe, einmal die Bedingungen 

1) „1-^ pag. 274 u. f. 

2) Vgl Herrn Emobl's Note in QMAM&uAtm'n Weiken Bd. I, Abt 2, 
pag. 480. 
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fttr die' Existenz eines solchen anzugeben, und dann, das all- 
gemeinste derartige System zu ermitteln. Für die StafenzaMen 
4, 5 imd, wie wir sehen werden, auch fttr die Stufenzahl 6 
gibt es, faUs die genannten Bedingungen erfttllt sind, ein oder 
mehrere ^-gliedrige anullirende Belationensjsteme Z, 2\ . . . ^ 
deren Coefficienten jit/i je eine endliche Zahl w von unabhängigen 
Parametern (>i, Q2i • • • (>w \) rational enthalten, im übrigen von 
den Grössen ani/, algebraisch abhängen. 

Zur Existenz einer reducirten Funii R ist dann weiterliin 
notwendig und auch hinreichend, dass sich für eines der anul- 
lirenden Systeme E\ . . . , etwa für die Orössen 
?2 , • • ^» wenigstens auf ünc Weise derart als Funktionen der Si 
bestimmen lassen, dass die Gleichungen 



(7) 



(Asl..««— >in) 



ein T-gliedriges unbeschränkt inteyrahles System bilden, dessen 
Integrale A * * ' ft dann ohne weiteres eine reducirte Form B 
liefern. 

3. Eine andere Form unseres Ansatzes ergibt sich, wenn 
wir Xi ' ' ' Xn als Punktcoordinaten eines n - dimensionalen 
Baums Bn deuten, und ausgehend Ton einer reducirten Fonn B 
die Relationen 

B d Cr 

als - ffliedrif/rs roll ständiges Tnteffvat'' des Systems A, d. h. als 
die Dehnitioii>i:l('irhungen einer oc*'- Schaar von n - — r-fach aus- 
gedehnten Integrahnannigfaltigkeiten des gegebenen Systems A 
auffassen. Setzen wir 

n — » = — ^ = v 

imd denken wir uns üine dieser Integralmannigfaltigkeiten durch 
ein Beiationensystem der Form 



I ) Die Zahl 10 kann für die verschiedenen Systeme • ver- 

schiedene Werthe haben. 
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definirt, wo die u unabhängige Variable bedeuten, 80 genügen 
die o; als Funktionen der u dem Differentialsystem: 



(8) 



du, 



III 

2 2"' 



i !** _o- V..»-i....» / 



diese letzteren (Ileichungen werden erhalten, wenn mau die ersteren 
nach den u je einmal ableitet, und die beiden so erhaltenen Aus- 



drAcke far 



du, du, 



t 



vergleicht. 



Damit dann eine rednelrte Form mit x Differentialelementen 
existirt, ist nach meinen fiiilieren Untersuchungen') notwendig 
und ' hinreich^d, dass die Relationen (8) and die sämtlichen 
durch unbegrenzt wiederholte Differentiationen nach Mi • * • 
daraus hervorgehenden Oleichnngen niemals eine Relation zwischen 
den jTi • • • ^ allein, noch auch das Verschwinden aller tr- reihigen 
Detenninanten der Matrix: 



(9) 



cx. 



* * * —! 



8-1 



hu^ auy 

zur Folge haben. 

4. Bei der Diskussion des Differentialsysteras (8) bedienen 
wii* uns eines Satzes, der im Wesentlichen dasselbe besagt wie 
die J AcoTfi^sclir Idenfitäf. Werden niimlieh in der /weiten Giiippe 

der (Tleii hungen ( 1 die linken Seiten mit bezeichnet, und 
bedeuten 6% t drei verschiedene Indices der Reihe 1, 2, • • • 
SO bestehen vermöge der Relationen (8) die Identitäten: 

ssBs 0. (AbI im) 



Zwischen den Differentialgleichungen 2. 0., die durch je einmalige 
Ableitung der Gleichimgen (8) nach den u hervorgehen, existiren 
also gewisse Hneare Abhängigkeiten. 



iJ" pag- 276—280. 



Digitizca by Google 



Pfaff 8CiLiä Systkme. 



185 



5. Wenn die v « w — 9 linear unabhängigen Grössen- 
Systeme 

die Identitäten 

erfüllen, so stellt das Gleichungensystem: 



das die — (j Lösun<?en (10) Tind mir diese besitzt, ein q- 
^liedriges annllirendes Kelationensjstcm dar, und umgekehrt. Be- 
zeichnet man also mit J das Differentialsjstem: 



III 



m 



L 1 



C X. 



/h = l ...n — »t ;\ 
|j = l...., 1 



worin die u/t die Goef&cienten des Relationensystems £ (Nr. 2) 
bedeuten, und entsprechend mit J\ / • • • die analogen, mit Hilfe 
von • ' • ge))ildeten Ditierentialsy steine, so folgt: 

Genügen h Funktionen j\ • • • x„ der unalihängigen Yariabeln 
i/j • • • ^<,. dem Differentialsystern (81, so beü'iedigen sie mindestens 
eines der Difierentialsysteme z/, • • •, wobei die o bestiinnite 
Funktionen der u bedeuten, ümgekehii, genügt ein System von 
n-^- m Funktionen q einem der Systeme zl, • * so erfüllen 
die X die Gleichungen (S,). 

Die Lösung des Eingangs aufgestellten Problems ist sonack 
auf die ünkrmuchimg der Int^äinUUU der Systeme J, " 
jsurückgefäf^, wobei jetzt die ^ 4^>enfcXls als unbekannte FmMonen 
ottfgufassen smd. 

Das PFAFF'sche System 



m 



dx 



»t + A 



(A 
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sowie die analogen Systeme >S'', S • ' 'i bezw. den Relationeii- 
sjstemeu 2f' - - ■ eutsprechcii , bezeichnen wir als die „ersten 
erweiterten Systeme" von A. 

Dieser Ikzeu liiiung lit^gt die Autfassnng zu (irnnde, dass die 
Grössen x und (j als unabhängige Vai'iable l>etrachtet werden. 

6, Zum Schlüsse dieser allgemeinen Erörterungen erwähnen 
wir noch eine naheliegende begriffliche Deutung, die der Ansatz 
der vor. Nr. zulii^st. Es seien rF^ • • • a;« die Coordinaten irgend 
eines Punktes des Hnj dann können wir die v Grössensysteme 

(ii) ä— » ^^ 

als Bestinunungsstücke ebensovieler von dem Punkte P ausgehen- 
der linear unabhängiger Bicfiiungni interpretiren. Femer be- 
zeichnen wir den Inbegriff eines Punktes P und eines beliebigen 
von ibm ausgehenden Sjfitems von v linear nnabhttngigen Bich- 
tungen (ii), die den Gleichungen (8) genfigen, als „eine zu dem 
PFÄFF's^ien Systeme A geh&riges MfElement erster Orämm^\ Es 
gibt dann, entsprechend den Gleichungssystemen ^, • • • zu jedem 
Punkte P ebensoviele irreducible Schaaren von lf,r- Elementen 
erster Ordnung; fassen wir eine dieser Schaaren, etwa die erste, 
ins Auge, so ist innerhalb derselben jedes Individuum durch An- 
gabe der n -\- (0 Grössen j", • • • ;r«, 9i • • • q<„ eindeutig bestimmt; 
diese Grössen können wir daher als Coordinaten des My-EInnents 
interpretiren.^) Jede v-tach ausgedehnte Integralmannigt'altigkeit 
des Systems A besteht dann aus v-iach unendlichen vielen 3/,- 
Elemenien, die alle rincf der genannten irreducibehi ^Schaaren an- 
gehören und (lein zugehörigen „ersten erweiterten Systeme''' ge- 
nügen, und umgekehrt ISsst sich jede solche Mannigfaltigkeit von 
Jlf,, -Elementen, die einem der „erweiterten" Systeme genügt, als 
eine Integral -3/, des PFAFF'schen Systems deuten, auch wenn die 
M(W)i'i(jfaUifjh^ der /ntgehörigen Funkte P weniger als vfach aus- 
gedehnt ist. 

Üm nun alle derartigen Mannigfaltigkeiten von Jtfv-Elementen 
zu finden, die dem PpAFF^schen System A angehSren, hat man 



i) Als einfachste Spezialfälle dieses Ansatzes sind zu nennen: 
Hcnn RNt;Ki/s Coordinaten des Flächenelements 2 O. im (diene 
Berichte; löyj pag. 4681, sowie die ßegi-itfsbildungen , die neuerdintr? 
Herr G. Kowalewski diese Ber. 1900 pag. 91} an den Begritf: „Streifen- 
element im Ji^^i'' angeknüpft hat. 
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der Reihe nach die ersten erweiterten Systeme 5', ■ " ^ 
Auge zu foflsen, und z. B. das erste derselben, sofern dies mdgUch 
ist, in aUgemeiaster Weise durch x -\- m Relationen zwischen den 
Yariabebi Xi" • x^, Qi ' Qu zu integriren; beschrlUikt man sich 
dabei auf solche Belationensysteme, die nach Qi - - • Q(o auflösbar 
sind, so kommt man auf die Bestimmung der Integral-Üfy im ge« 
wohnlichen Sinn zurück. 

Im weiteren Verfolg dioses Ansatzes kiiun man dann für 
jedes der PrAFF^schen S\'steme S\ S' ■ • • wiederum t + co-gliedrige 
„erweiterte*' Systeme aufstellen, und gelangt so zu dem Begriff 
des J/y-Elt'inents zweiter Ordnung, u. s. w.; doch wollen wir auf 
diese Verallgemeinerungen an dieser Stelle nicht näher eingehen, 
da, wie wir sehen werden, für die Behandlung der Stufenzahl 6 
die bisher entwickelten Begriffe und Sätze vollständig ausreichen. 



§ 2. Lineare Gomplexe 
und Gongruenzen im fttnfdimensionalen Baum. 

7. In diesem § soll das algehraix he Problem der Nr. 2 
soweit erledigt werden, als dies für unsere Zwecke nötig ist. 

Wir verstehen unter • ■ • Ig, ebenso unter »/^ ' • '% homogene 
Punktcoordinaten in einem fünfdimensionalen Raum 7?.- , und 
sprechen daher kurz von dem „Punkt dem „Punkt 7^" etc. 
Eine lineare, A-fach ausgedehnte Punktmannigfaltigkeit, d. h. 
den Inbegriff aller oo* Punkte) die ein System von 5 — k 
linear unabhängigen Gleichungen 

6 
1 

» 

erfüllen, nennen wir eine „fijt"; für eine gebrauchen wir das 
Wort „Gerade", für eine {i^ das Wort „£dme". 

£ine itk ist durch Angabe von -|- 1 auf ihr liegenden linear 
unabhängigen Punkten bestimmt, z. B. eine fi^ durch zwei sich nicht 
schneidende Geraden. Sind g zwei solche Geraden, so gebrauchen 
wir für die sie verbindende fi^ die Bezeichnung ^3 ebenso 
bedeutet fis(P, 0) die /u^, die den Punkt Pmit der nicht durch ihn 
gehenden Geraden g verbindet etc. 

Bin fmeorer Complex des ist definirt durch eine 
Gleichung 
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t? 6 

(l) 2<^^«<*4rf<|* — 0 (a,4 — «it,.; «f<=«0); 

1 1 

denelbe werde als „der Gomplex bezeichnet. 

Wir sagen, eine Gerade ,^m&gt^* dem Gomfklez er oder ist 
eine „Complexgerad^* von «, wenn sswei (und infolgedessen irgend 
zwei) ihrer Funkte, etwa | und r;, die Gleiehung (i) erfüllen; 
der Gomplex selbst wird au^efiust als der Inbegriff aller ihm 
angehörender Geraden. 

Der Complox a hcisst ..dUt/inniu'*, „cinfadi spesU'll'"' oder 
f^ivcifadi spizidi", je uachdem die Aiatrix 

I * • * «16 I 



deu Hang G, oder 4, oder 2 licsitzt. 

8. In dieser Nr. wird u als alltft ineiii vitrausgcsot/.t. Jedem 
Punkt 1] wird dann dunh die (Jlrjrhung ( i ^ worin die 5 laufende 
Coordinaten bedeuten, eine dun Ii ihn gehende Ebene „zugetvicsen**, 
und offenbar auch luugekehrt jeder Ebene 

'^,1, = 0 oder f#? — 0 

ein und nur ein auf ihr liegender Punkt r/. 

Jedem Punkt F einer beliebigen CJeradeu h ist solcherweise 
je eine Ebene zugewiesen, und diese <x>^ Ebenen enthalten alle 
dieselbe ft^. Die letztere bezeichnen wir als „die der Geraden h 
cor^ttgirte fig". Umgekehrt erhalt man zu einer gegebenen fc, die 
conjugirte Gerade h als Ort der Punkte, die bezw. den oo^ durch 
die fi^ gehenden Ebenen zugewiesen sind, und alle oo* Ebenen, 
die bezw. den Punkten der ^.^ /.ugewiesen sind, gehen durch h. 

Ist h keine Complexgerade, so schneidet sie die conjugirte 
nicht, da andernfalls die den Punkten von // zugewiesenen Ebenen 
alle identisch wären, nämlich mit der ^i.^ij', ^i^)- 

Ist /' ein«' Cumplexgorad(\ so liegt sie auf der conjugirtcu 
und alle (Jeradeu. die h tretien und in der conjugirten Uegen, 
sind Complexgerade. 

l utfM t inor ..C'''m///r./-|w„'* oder einer ,.u.^ des Complexes «" 
verstehen wir eine deren sänit liehe rxj"^ Geraden dem Complex 
angehören. Eine fi^, die durch die Gleichungen 

(2) t#| = 0, ri = 0, tpt«"0 
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definirt sei, ist dann und nur dann eine Complex-fi^, wenn in 
der neunzeiligen altemirenden Matrix: 



Vk 
Wk 



0 
0 
0 



Vi 

0 
0 
0 



0 
0 
0 



6) 



alle 8-reiliigen Hauptunterdctcrminanten verschwinden, also die 
Helation (i) vermöge des Systems (2) und der dasu oongmenten 
Gleichungen befriedigt ist. 

Jede fij, die eine Gomplexgerade h enthält und in der zu h 
csonjugirien ft^ liegt, ist eine Oomplex-ft^t Complex-jM, 
wird auf diese Weise erhalten; es gibt 00'' Gomplexgerade, also 
Bechsfach tmendUch yiele Gomplex-fi,. 

9. Es verde jetzt « als einfoch speziell vorausgesetzt Dann 
besitzen die linearen Gleichungen 



(3) 



0 



zwei Losungssysteme |', die Verbindungslinie der Punkte 
I', ^ nennen wir die ,^in§tüäre Gerade* Ton ce und bezeichnen 
sie mit g. 

Jede Gerade, die g triift, ist eine Gomplexgerade; jede Ebene, 
die einem Punkt P mit den Coordinaten if] durch die Relation ( i ) 
zugewiesen wird, enthält und jedem Punkt der ^i^[F,y) ist die- 
selbe Ebene zugewiesen. 

Bezeichnen wir also mit U eine durch (/ ijehende Ebene, 
und mit rt eine durch (/ gehende m, . so Ixstoht zwischen den 
oc^ Ebenen 77 und den oc^ Alannigtaltigkciten rr eine wechsel- 
seitig eindeutige Beziehung, derart, dass jede Ebene // die ihr 
zugeordnete n enthält. 

Schneidet die r'nmplexgerade // die g nicht, SO sind alle 
00* Geraden, die in der i»^{h^g) liegen, Complexgeraden von or; 
wenn also diese fig durch «1 — ■ 0, i;| » 0 definirt wird, so ver- 
schwindet vermdge dieser Gleichungen und der dazu congruenten 
die Unke Seite von (i) identLsch. Eine solche ^ nennen wir 
eine „Compleso-tt^** oder eine „ft^ des Complexes es gibt drei- 
fadi unendlich viele Gomplex-fig. 

Umgekehrt, soll eine solche ^ existireu, so muss a einfiach 
(oder zweifach) speziell sein. 
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Die Mannigfaltigkeiten fi^ des Complexes er, deren Definition 
dieselbe ist wie in Nr. 8, zer&Uen in zwei Kategorien. Die erste 
Kategorie besteht aus den 00' durch g gehenden ^4, die zweite 
aus allen ^ die in einer (it, des Complexes a liegen, ohne g zu 
enthalten; es gibt deren oo', und zwar gehen immer je em&di 
unendlich Tiele durch jede Complexgerade die g nicht trifit, 
und je zweifach unendlich nele durch jede Gerade, die g sehneidet. 

Jede Ckmuplex-^ muss also mit der »ingtdären Geraden g 
mindestens einen Punkt gemein halben. 

10. Ist der Complex a zweifach speziell, so besitzen die 
linearen Gleichungen (3) vier Lösungen; die so detinirten 4 Punkte 
bestimmen eine jiij, die wir die ,.sin(fulärc (Ji^" von « nennen und 
mit w bezoiehncu. Der Coraplex besteht jetzt aus allen 00' Ge- 
raden, die die Mannigfaltigkeit m schneiden. Jede die mit 
m mindestens eine Gerade gemein hat, ist eine Complex-iu^ und 
umgekehrt. Jede ju^, die m nach einer ^u^ schneidet, ist eine 
Gomplex-fi,, und umgekehrt. Ferner hat jede der 00^ Ebenen, 
die m enthalten, die Eigenschaft, dass alle auf ihi* liegenden Ge- 
raden dem Complex u angehören; eine derartige Ebene werde als 
„CompleX'fi^" bezeichnet. Stellt die Gleichung t/ t » 0 eine 
Complex -|U;| dar, so kann die Gleichung (i) in der Form 

«i^ij — = 0 

geschrieben w»'rden. 

Umgekehrt, gibt es eine Ebene, deren sämtliche Geraden dem 
Complex a angehören, so muss dieser zweifach speziell sein. 

Die Ebene, die einem beliebigen Punkt P mit den Coordi- 
naten ij durch die (Gleichung (1) zugewiesen %vird, ist identisch 
mit der (i^ (P, m), und jedem Funkt der letzteren ist eben diese 
fi^ zugewiesen. 

11. Unter der „zweigliedrigen Congruenz (a, ▼erstehen 
wir den Inbegriff der 00^ Qeraden , die zwei Complezen 

gemeinsam sind; el)enso sprechen wir von drei- und mehrgliedrigen 
Congruenzen, wobei inuner vorausgesetzt wird, dass die in Rede 
stehenden linearen Complex«' linear unabhängig seien, d. h. dass 
zwischen den zugehr>rigen Biliuearformen keine lineare homogene 
Identität mit constanten Coefficienten besteht. Eine „Congruenz-fij" 
ist eine fi^ der Eigenschaft, dass jede auf ihr liegende Gerade die 
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Congnienz (a, ß) befriedigt, also eine gemeinsame fi^ der beiden 
Oompleze a imd ß. Damit durch die Gleichungen 

(4) H h f*6*^ = 0 (. = i, t, ») 

eme Gongnienz-fi| definirt sei, ist nothwendig und hinreichend, dass 
beide Bilinearformen 

vermöge (4^ und der dazu con^n-Ufiilcn ]{elationeii verschwinden, 
dass also nach der Ausdrucks weise der Nr. 2 die Gleichuiipcn (4) 
ein dreigliedriges auullirendes Belatlouensjstem für alle Compleze 
der Sehaar 

(5) ^^(i-ii+cMfeiJ» 

darstellen. 

Wir beschränken uns aut die Diskussion des „allgemeinen^' 
Falles, dass der Kang 2a der alternirenden Matrix 

(6) II lan + itßtk II - e) 

gleich seciis ist, und verstehen unter Sl die binilre cubische Form: 

deren Quadrat mit der sechsreihigen Determinante (6) identisch 

ist; femer sei P die binäre quadratische Form, deren Quadrat mit 

der 8 -reihigen alternirenden Determinante 

Uk , 0, 0 
Vi , 0, 0 

äbereinstimmti setzt man dann 

6 6 
1 1 

SO haben die Pn die Form: 

Pik =. X^Ätk + ifiC« + 

worin z. B. gesetzt ist: 
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12. Je -onch der Beschaffenheit der Linearfaktoren von Ä 

ergibt sich dann aus iler Theorie der Ek'nientartheiler folgendt 
Classitication der Congrueuzeu (or, ß) vom Range 6: 

I. Ein einfacher und ein doppelt zahlender Linearfaktor; der 
letztere geht einfach zählend in allen Binilrfornien P,a auf. 

II. Gin dreifacher Faktor, der in allen Fsk einfach ent- 
halten ist. 

TTT. Drei verschiedene Faktoren. 
IV. Ein einfacher und ein doppelt zählender Faktor. 
V. Ein dreifacher Faktor. 

In den drei lets^ten FttUen sind die Ptk theiler&emd. 

13. Im Falle I enthält die Oomplexschaar (5) einen eiiudgeD 
zweifach speziellen Gomplex a mit der singulSren Manni^altig» 
keit «II, und einen einsigen einfach speziellen jS' mit der sing^ulfiren 
Geraden g, derart, dass g und m sich nicht schneiden. 

Ist ff ein allgemeiner Coniplex der Schaar (k, ß), so sind g 
und m hinsichtlich er conjugirt, da jede Gerade, die g und jn 
schneidet, in a enthalten ist (Nr. 8). Daraus folgt leicht: 

Jfiui crhälf das alh/ctnciHstt' ComphajKiar lom Tiipas T, iitdm 
nian dm aU<ivm( 'ni<ii Cmnpicx a und ri/tr dreifach <u(sfj4dehnti' 
Jhicare M(i)uii(jf(tJi'niJ:nt m hd/cjiiff nählt (dnrh so. d(is< dir ni nicht 
einer auf ihr lict/iHihn (rcruilcn conjugirt ist), und danti unttn' ß 
den zweifach speziellen Complex mit det' sim/alären M an n ig f aliig' 
keit m versteht; die zu ni hinsichtlich a conjugirte Gerade g ist die 
singMre Gerade des in der Sdtaar («ß) entiiaUenm einfac/i speziellen 
Ckmplexes. 

Man erhalt die allgemeinste Configwra^m II, wenn man fßr 
m eine saUhe fi, wählt, die einer (auf ihr Hegenden) Geraden g des 
Con^exes a conjagirt ist 

In diesem letzteren Fall enthält die Congruenz (or, fi) ausser 
dem zweifach singulären Complex ß nur allgemeine Gompleze. 

In beiden Fällen gibt es vierfadi tmendlie^i viele Congruenz-{k^ 
von denen je eine und nur eine durch jede Congruenzgerade geht. I 
die weder g trifft, muh in m Hegt. 

In der That, ist h eine C»)ngruen/,gerade, so schneidet sie 
nach Nr. 10 die m in einem l'unkte /'; hcdeutot ferner ni' die- 
jenige .«.5, die in dotn allgemeinen Complex a der Oeraden // con- 
jugirt isi . so schneiden sich entweder in einer ebenfalls 
durch 1^ gehenden Tieraden //, und es ist dann die (//, //') die 
einzige durch // gehende Gongruenz-fij, oder m und m haben eine 
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jitg gemein, liegen also in derselben Ebene IT. Dieser letzteren ist 
dann durch den Complex « ein auf ihr liegender Punkt P' zu- 
gewiesen (Nr. 8), der auf der oben detinirten (Jeraden anderer- 
seits aber auch auf Ii Hegt, da ja 77 durch m' hindurchgeht. 
Also schneidet Ji dio (lerad*^ //, un<] es trilit dann einfach unendlich 
viele durch .sie gchemi»- Coiigrueuz-Ujj, iiainlich alle diejenigen fi^j 
die durch A gehen und in m' liegen. Auch wenn // auf m liegt, 
gibt es einfach unendlich viele Oongruenz-ft, durch die alle in 
der f<3 (ff, h) liegen. 

14. Wir betrachten nunmehr den Fall III der Nr. 12. Es 
gibt in diesem Fall drei verschiedtme einfach spezielle Complexe 
der Schaar (^5) bezw. mit den singulären Geraden g^^ g^^ g^. 
Keine zwei dieser Geraden können einen Punkt gemeinsam haben, 
da sonst 51 EH 0 wftre. Keine der Geraden gi kann die fi,, auf 
der die beiden andern liegen, treffen. Denn sind i}*'* zwei 
Punkte Ton g^^ femer |^'', zwei Pnnkte von g^^ und seimeidet 
g^ die ^ {g^^ g^) in dem Punkte P, so hat dieser Coordinaten 
der Form: 

(7) 9,41" + «, fll" + P,s;'' + c^nf. v-i,-«, 

Sind aber 

ßiki + l^ßfk 

bezw. die Coeflicienteu der drei speziellen Komplexe mit den 
singulären Geraden g^^ g^, so muss mau haben: 

* (i^l,. .6), 

oder also: 

(8) f. + «iun + i ^««(?.{?' + «.un - 0 , 

* k 

da ja der Annahme nach die Beziehungen 

stattfinden. Multiplicirt man nun die Gleichungen (8) der Beihe 
nach mit i^l", und summirt jedesmal nach /, so er- 

halten wir: 
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Da nun der Punkt F nicht auf <7j oder liegen kann, also 
weder die 6^ nach die ^, 0j, beide Terschwinden, so >vürde 
folgen, dass //j eine Complexgerade von a und //j eine solche von 
ß wttre. Eine leichte Rechnung zeigt, dass diese beiden Be> 
dingimgen auch in der Fom 

geschrieben werden können, und da Sluuu und Ä^^^ der Annahme 
nach verschwinden, so hätte man Sl E^O. 

15. Die Mannigfaltigkeiten 

bezeichnen wir mit wi^, /w^, m.y^ dann schneiden sich w?^, lu., nur 
in der Geraden etc. Jede fi,? "^^^ //i^ /^ä J^' einen 
Punkt ij, Pg, P3 gemein hat, ist eine Congruenz - ju^ , da ja die 
3 Geraden PiPgi ^i^^y -^sA ^'^^ Congnieuz angehören; imd man 
erhält nach dem Schlusssatz der Nr. 9 auf diese Weise alle €on- 
gruenz-|u^. Es gibt deren also dreifach iinendlich viele; sie sind 
definirt durch die Formeln 

6 6 

(10) ^>i,^. + V,-,i..« 0, 

1 I 

wenn die Mannigtaltigkeit durch das Gleichungspaar: 

definirt wird, und die arbiträre Parameter bedeuten. Daraus folgt: 
Jhurch jeden Funkt F, der auf keiner der Mannigfaltigkeiten ntj 
liegt, gekt eine und nur eine Congruene-fi^, Dnrdi jeden PnnM, 
der auf einer der Mannigfaltigkeiten «»i, aber auf keiner Geraden 
gk liegt, gehen oo^, durch jeden Punkt einer Geraden gt Aber 
00* Gongruenz-/Li,. 

Alle Geraden, die zwei der Geraden gt treffen, sind Oon- 
gruenzgeraden; betrachten wir z. B. die m^, so liegen auf ihr 
00' Cougruenzgeraden, die alle die g^^ und die g^ schneiden, und 
eine einfache üeherlegung zeigt, dass es auf auch keine andere 
Congruenzgerade geben kann. Analoges gilt für und m^. 

16. Es seien u, ß\ y die 3 zweifach - speziellen Complexe 
bez^v. mit den singulären Mannigfaltigkeiten m^^ m,, wig. Dann 
genügen allo soeben definirten Congnienz-(tio nach Nr. 10 auch 
der dreigliedrigen Oongruenz ß\ y')^ dh. jede auf einer 
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Boldien fiy gelegene Gerade ist eine gemeinaame Gerade dieser 
3 Complexe. 

Wir Terstfthen nun unter 0 die temftre eobische Form in 
Ifiv, deren Quadrat gleidi der altehiirenden Determinante 

ist, und setzen ausserdem: 



Uk 0 0 

0 0 



dann ist Qj^ gleich der vierreihiirP't H;iiiptimterdetcrminante, die 
aus (ii) duifh Streichung der /teii und /.ten Zeile und Spalte 
entsteht Nun haben die linearen Gleichungen 

zwei unahhAngige Losungen, da sicli und in der Geraden 
schneiden; also Terschwindet die 6-reihige Determinante 

identisch, und ihre 4-reihigen Hauptunterdeterminanten sind offenbar 
mit X^fi* proportional. Da analoges auch für die Congraenzen 
if^f) nnd {y'a') gilt, so erkennt man, dass die Formen 0, Qn^ 
die folgende Gestalt haben: 

Umgekehrt, haben die <2>, Qik diese Form, so sind die Complexe 
ß\ y zweifiush speziell, und je zwei ihrer siugulSren fi, 
sehneiden sich nach einer Geraden. Wir wollen öne solche Oon- 

gmenz (aß'y) als ein „rcrkctteies Tripel'' bezeichnen. 

Damit eine vorgelegte Congnienz [u, fi, ein verkettetes 
Tripel bilde, ist darnach notwendig und hinreichend, dass die aus 
dem Schema 

I: h^ik + k^ßik + hyik II 

analog wie oben zu bildenden temfiren Formen <2>, Qik die Ge- 
stalt (12) haben, worin 1, f», y drei unabh&ngige Linearformen 
der Yariabeln X|, A^, bedeuten. 

lla«li.>piiyi. OlaiM IMO. 16 



(.2) 
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Nach der vor. Nr. ist jede Congrupnz («, ß) vom Typus III 
in einem und nur einem verketteten Tripel {nßy) enthalten. Ver- 
möge einer Sohlusswexm, die auf der Betnchtniig der „ft^-Com- 
plexe*', d. Yl der zu den Linienoomplexen des dualen Gebilde 
beruht, ergibt sich gleieh dem Ooeffidenten des Produkts 
^l^'iiVk ^ binaren quadratischen Form W, deren Quadrat 
mit der altenirenden Determinante 



ideatiseh ist; die Bn haben die in Nr. ii angegebene 
Bedeutung, und man eiiiftlt also ytk aus dem dort definirten 
Ausdruck O^, indem man darin die an, durch Aik und j3<jt 
durch Bik ersetst Wir gelangen so zu einer Definition des 

verketteten Tripels, die auch in den Fällen IV und V der Nr. 12 

Geltung hat. 

Die durch den Punkt >/i • • • t/g gehende fig der Congruenz 
(aji) wird jetzt durch die folgenden Gleichungen deiinirt 



0; 



damit ist eine rationale Darstellung dor dreitadi uuendiich vielen 
Congruenz -^ttj gewonnen, wahrend die Coefficienten ft,-.,, v,-» der 
Relationnn ( lo) ausser von den «a, ß.k auch noch von den 
Wurzeln der cubischen Gleichung == () rational abhängen. 

17. Die in Nr. 12 detinirten Fälle IV und V lassen sich, 
wie eine einfache geometrisdhe Betrachtung lehrt, aus dem all- 
gemeinen Fall III durch einen Grenzübergang ableiten, indem 
man zwei der Greraden jr,-, bezw. alle drei als unendlich benachbart 
annimmt^ und man erhält so für die dreifach unendlich vielMi ^ 
der Congruenz (ntß) im Falle IV die Formebi 



(14) 



bezw. im Fall V die Darstellung 



0; 
0. 



Digitizca by Google 



PrArr'scHK Svhtkmk. 



197 



(15) I ^f*i«lt + (fi^Vii^i + v.sSi- « 0 

worin die fi, v ra(iofui2e fSinktionen der ««-it, bedeuten; daneben 
besitzt aber in beiden Fällen auch das Fonnelsystem (13) nn- 
Terftnderte Qeltong, wahrend die geometrische Bedentung des yer- 
ketteten Tripels leichte Kodificationen erleidet 

§ 3. PFAFF'sche Systeme 
sechster Stufe vom Oharakter zwei. 

18. Wir betrachten in diesem § ein FfAFF'sches System 

sechster Stufe 

6 

(A) dxs+k = ^ (iihdXi »,••',•—•) 

1 

und nehmen an, dass sein Charakter x = 2 »ei^j, dass sich also 
die biiiuearen Oovaiiauten 

6 6 

(l) ^^fcikk^nk (A=i....»-6) 

1 t 

auf nur zwei linear * unabhängige reduciren. Wir können dann 
anndmien, dass insbesondere die ersten beiden 

linear unabhängig seien, während alle folgenden sich als lineare 
Combinationen dieser beiden darstellen lassen; dieser Fall ist 

z. B. far ein beliebiges zweigliedriges PFAFF'sches System in 
8 Veränderlichen realisirt. 

Ferner beschränken wir uns auf die Annahme, dass die De- 
terminante 

Ii ^«t*j + iicciki Ii (', *=»i,...6) 

nicht für jedes Werthsystem afj • • • (i verschwinde. Um 

die £ntwickelangen des vorigen § anzuwenden, hat man dort 

I) Den Fall x — 1 habe ich für FKAFK sche Systeme beliebiger 
Stufe in einer früheren Arbeit (diese Berichte iS^ii p. 207) vollständig 
erledigt. 

16* 
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überall or.ibi statt «a und statt ßa m setzen; die dorcli (2) 
definirte Schaar von linearen Oomplexen wollen wir knrz „die 
ZQ dem System A gehörige Congmenz*' nennen und wie in § 2 
mit (ff, ß) bezeichnen. 

Jeder der Falle I, n, IV, V des vorigen § ist dann 
durch je ein System rationaler Bedingungsgleichungen zwischen 
den «ikk charakterisirt, die wir nunmehr als Identitäten hinsicht- 
lich der X zu betiachten haben. 

Da hier 3<r » 6 ist, so ^nnen fOr das pFAFi^sche System 
A nur redncirte Formen mit n — 3 oder n — 2 Differential- 
elementen in lietraeht koiiiiueii (Kr. 2). 

19. Die Frage nach der Möglichkeit einer Reduction auf 
n — 2 Terme kommt nach Nr. 3 darauf hinaus, das Differential- 
system 

^ = 2\ 

auf seine Integrabilität liiu zu untersuchen. 

I^ureh die Formeln 
(5) ^'i == fl^i (ui ) (.=1 , . . . ») 

werde eine beliebige Integxalcnrve K des PFAFF'sohen Systems A 
dargestellt Um eine solche zu finden, wähle man — 
liebig, snbstituire diese Funktionen för • • * in die rechten 
Seiten der Gleichungen 

OXq,. OX- 

= 

und bestimme für das so entstehende simultane System gewöhn- 
licher Differentialgleichungen mit den Unbekannten Xq» - ' Xn und 
der Independenten ein System Ton IntegraUiinktionen o;? • • * oci,. 

Wir dürfen nun, ohne di9 Allgemdnheit zu beschränken, 

dx^ dx^ 

annehmen, dass die Gleichungen (4) nach ^11^* 
Differentuüsystem (3) (4) nach den Ableitungen 
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aufgelöst wei*den kann: diese aufgelöste Fonn werde mit 2>* be- 
zeichnet. Die Ableitungen (7) und die unbegrenzt vielen durch 
Differentiation nach tt^ und ttg daraus hervorgehenden Ableitungen 
bezeichnen wir als .,prinnpnh'"^)^ die Ji'i • • • x„ selbst und ihre 
noch übrigen Ableitungen nach ii^ und als „parametrische" 
Grössen des Differantial^TSteiiis J), Mittels der Belationen J) und 
der durch Derivationen nach , daraus folgenden Gleiehongeii 
kann man nun jede principale Ableitong auf eine und nur eine 
Weise durch die parametrischen Grössen allein ansdrfleken, d. h. 
das Sjstem D ist nach Biquier's Beseichnnngsweise passiv. Dies 
folgt ans der allgemeinen Theorie der Differentialsysteme*); denn 

differenüirt man die Gleichung für i^ftc^ ^t« Gleichnag 

fOr nach und bertlcksichtigt die übrigen durch Dif- 

ferentiation von 1) folgenden pai-ticllen Differentialgleichungen 
2. 0., SO erhält man für die Ableitung 

beidemale denselben Ausdruck, wie aus der Entstehungsweise der 
Gleichungen (4) unmittelbar folgt. Das Differentialsystem D be- 
sitzt also '1 ein und nur ein System an der Stelle = 0 , 
fij 0 regulärer Integraltunkionen 

der Eigenschaft, dass die x und ihre sSmtliehen jyarametrischen 
Ableitungen für 1% — 0, % « 0 bezw. in willkfirlich vor- 
geschriebene Constante 

übergehen. Voraussetzung ist dabei nur, dass die rechten Seiten 
yon D för die gewühlten Anfangswerthe der x und ihrer para^ 
metrischen ersten Ableitungen sämtlich regulftr sind, und die 
Potenzreihen ^ 

a , b 



1 » " 



1) RiquiBB, Ann. £c. Nonn. 1893 P- 65. 

2) RiquiBB, a. a. 0. p. 65, 123, 167; vgL mein Referat in der Ency- 
dopftdie der matb. Win. II A 5, Art 2. 
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(worin die Summation sich auf alle parametribcbeu Ableitungen 
von Jk erstreckt), alle convergiren. 

Da nun die • ' - J'q i^^^ sämtlichen nach ff^ allein 

genommenen Ableitungen paranietrisch sind, so kann man den 
Integralfonktionen (8) die Bedingung auferlegen, dass sie sieh 
Yennögd tc, » 0 auf ein beliebiges, den IHfferentialgleichnngen 
(6) genügendes Funktionensystem ^i(u^ • • • ^n(wi) reduciren 
sollen, dass also die zweidimensionale Integrabnannigfaltigkeit (8 ) 
eine beliebig Toigesobriebene IntegralknxTe enthalte. 

Da überdies aUe Ableitnngen yon nach und 

parametriseh sind, so erkennt man, dass durdi jede IntegralkniTe 
K unbegrenzt yiele Integral - ilT, hindurchgehen. 

Analoges gilt übrigens auch, wie leicht ersichtUch ist^ wenn 
der Charakter « des P^Af^schen Systems A gleich 3 oder 4 ist; 
in dem letzteren Fall geht aber durch eine vorgegebene Integral- 
kurve K im allgenieiuen eine und nur eine Integral - JI^ liin- 
durch. Diese Bemerkungen übertragen sieh leicht auf den Fall 
eines PFAFF .schon Systems beliebiger Stufe wj, dessen Charakter 
jt <. m — 2 ist. In aflen diesen FäUm gibt rs nach Nr, 3 uti- 
begrenzt viele reducirte Formen mit n — 2 Termtn. 

20, Setzen wir fortan wieder x = 2 voraus, so ist die 
Frage nach der Existenz einer reducii'ten Form mit 71 — 3 
Differential elementen aequivalent mit der Frage nach der Inte- 
grabilität des Differentiidsystems 




Wir setzen 
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niid deuten die • • - ' als einea Punkt des JR5 ; die Belationen 

( lo) sagen dann aus, dass die 3 Punkte g^jg ^ ^j^j. 

Congrncnz iaß) definiron (Nr. 5). 

lietrachton wir jetzt zunächst die Fällt! I und II der Nr. 12, 
so i.st dip in Nr. 13 ronstaiirte Thaisacb»'. da<s durch eine be- 
liebige Gerade der Con^rrueuz {aß) eine und nur eine Congruenz- 
fig hindorcbgelit, mit der andern gleichbedeutend, dass die 4 
linearen homogenen Gleichungen (lo,) und (10^), in denen die 

^— die Unbekannten bezeichnen, jedesmal 3 linear unabhängige 

Lüsuügensy steine besitzen, wenn die , den beiden Re- 
lationen (loj genügen; die 4 linearen Gleichungen (lo^) (1O3) 
lednciren sidi alao Termöge (loj auf nur 3 linear unabhftngige, 
d. h. wir dtkrfen etwa die Gleichimg = 0 als eine algebraische 

Conseqnenz der 5 flbrigen: 

(11) ^la = J|2=«//l8 = -^* = Ji8 = 0 

betrachten. Diese letateren kdnnen wir uns nun, ohne die All- 
gemeinheit 2U beschränken, nach den Ableitungen 

0*5 dx^ dx^ dx^ dx^ 

aufgelöst denken; diese aufgelöste Form der Gleichungen (il) 
bezeichnen wir mit dt. Fflgen wir dann diese Gleichungen den 
Relationen (9) hinzu und eliminiren aus den letzteren die Ab- 
leitongeli (12) mittels J\ so entstehe das Differentialsystem 

Bezeichnen wir jetzt ähnlich wie in der vorigen Nr. die 
auf den linken Seiten von 4 stehenden Ableitungen und ihre un- 
begrenzt Tielen Ableitungen nach n^u^ii^ als priucipal, die x 
selbst und ihre noch übt ig m Ableituigen als parameirisch, so 
kann man mittels J und der hieraus durch Deriration uadi den 
tt folgenden Relationen jede principale Ableitung auf eine und 
nur eine Weise durch die parametrischeu Grössen allein aus- 
di-ücken, und das DiÖcrentialsystem /i ist also wiederum passiv. 

In der That, aus der Entstehungsweise der Relationen (10) 
folgt zunächst wie in der vorigen Nr., dass die beiden Dar- 
stellungen, die sich für eine Ableitung der Form 
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ergelMn» idenüseh anfllallm. Besmchnet num fenifir mit ^ die 
15 partiellen Differentialgleiehnngeii 2. 0., die dch durch je ein- 
tnaligi DeriTation der Relationen naeli ergeben, wobei 

anf den rechten Seiten alle principalen Ableitungen durch die 
parametrischeu jiUeiu auszudrücken sind, so erhält man für jede 
der beiden Ableitungen 



n2 '■■Z 



^^^^ €>u,aug' öu^du^ 

je zwei Darstellungen in den panunetriaehen Grössen; dass diese 
identisch sind, sieht man so ein: 

Zwisdien den bestehen nach Nr. 4 yennöge der ' Glei- 
chungen (9) (11) die folgenden beiden Identitäten: 





+ 


s4i 

du. 


+ 


a«, 




+ 




+ 


a«. 



woi-in alle Derivationen unter lit rücksiehtigunp der Relfitionen 
(9) ausziiiuhren sind. Da aber die (Tloichung = <) eine 
Folge von flj) ist, so verschwindet der er^te Tenii auf d^r 
linken Seite von (15) vennöge der Gleichungen 2. 0., die ent- 
stehen , wenn man das System ( 1 1) nach iA| ableitet; Yermöge 
dieser letzteren gilt also die Beziehimg: 

Da nun J' durch Auflösung des Systems (11) entsteht, so 
bestehen auch zwischen den Gleichungen J" zwei lineare iden- 
tische Beziehungen, und dies kann nur in der Weise der Fall 
sein, dass jedes der beiden in J'* enthaltenen Gleichunggpaare, 
deren linke Seiten bezw. mit den Ableitungen (13) identisch 
sind, sich auf je eine Gleichung reducirt, da ja nur jene heiden 
Ableitungen 2. 0. auf den linken Seiten von J" je zweimal 
Yorkommen. 

21. Aus der so bewiesenen Passivität des Systems z/ iVd^rnt 
man ähnlich wie in Nr. 1 9 und unter den analogen Regularität.^- 
bedinpungen die Existenz eines an der Steile m,- = ü regulären 
Integrals jstems 

(16) Xi = r^t{uiUiUi) , (1=1...«) 
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derart, dais die x nnd ihre penunefanBC^eii Ableitungen an der 
genannten Stelle liescw. in beliebig yorgesoluiebene Werthe ftber^ 
gehen. Nim ist aber das in Nr. 19 betraebtete Differential- 

system J) in /I enthalten, und alle parametrischen Grössen von 
1) sind oÖeubai auoh hinsichtlich des Systems J ]jarametrisch. 
Die noch übrigen parametrischen Grössen von J bestehen aus 
den sämtlichen nach ii^u^u^ genommenen Ableitungen von x^^ 
iCj, iCg. Daraus folgt: 

Deüniren die Formeln 

(17) ^»^K^i^) (i-i...») 

eine beliebige Integral - des gegebenen PpAFF'seben Systems A, 
so kann man ein und nur ein Integralsjstem (16) des IHiFeren- 

tialsystems J so bestimmen, dass identisch: 

(18) yi(wittä) - - t*8, 0) (i=»i...i.) 

und dass die il/^if/g^} drei diesen Bedingungen entspreehende, 
im flbrigen willkflrlich vorgegebene Funktionen von u^u^u^ 
bedeuten. 

Dtireft eiNe gegdtme Megral-M^ gtM also eine, aber ant/iSk 
mr eine Inkgräl-M^ des PFJFP'echen Systems A Jmidu/rdi, 

Um den zweiten Theil dieser Behauptung einzusehen, be- 
zeichnen wir in den Gleichungen ^ die Independenten mit n't 

statt mit Iii und nennen da?^ so erhaltene Differentialsjstem 
Es sei nun durch die Formeln 

(19) asi — ipK**!**»**«) 

ein Integralsystem T<m ^ dargestellt, derart dass die Gleiehangen 



statt der Ui die Ui als Independente in ^ ein, so yerwandelt sich 
dies System, wie man sofort erkennt, direkt in und die 
Funktionen gehen in Integralfunktionen ipi(iiit(|ii3) von ^ 
über, Ton denen die ersten drei mit '^i^s^« besw. übereinstim' 
men, wahrend die flbrigen $1 yermöge t/, » 0 sich in die ent- 
spreehenden (pi{u\u^) verwandeln. Da aber J nur em Integral- 
sjrstem mit diesen Eigenschaften besitsEt, so sind die if^r mit den 
dberhaupt identisch, was zu sseigen vrar. 



dieselbe Integral -Jlf} definiren wie die Formeln (17). 
Fohren wir dann mittels der Beziehungen 



(.=1,8,5) 



(l=:l ... n) 



Digitlzca by Google 



204 



E. V, Weber: 



22. Die vorstohende Schlnssweise wird nur dann hinfällig, 

wenn die Ausgangs-3/5j (^7) gewählt ist, dass die 4 linearen 
Gleichungeu (lOj) (lOj) sich auf weniger als drei linear unab- 

dx- 

hänffige Belationen für die ^ ' redndren. Dies ist aber nach 

Nr. 13 nur dann der Fall, wenn die Verbindungsgerade der 
Punkte (s. den Anfang der Nr. 20) auf unbegrenzt vieleo 

Ck>ngruenss-fi| von (aß) gelegen i«t, also entweder die in Nr. 13 
definirte Gerade g schneidet, oder auf der dreidimensionalen 
Maimigfiiltigkeit m liegt Es seien ^1 * • * £1 und ä * * * t« aswei 
Punkte Yon ^, die t» f also rationale Funktionen der ankM « die 
nach den Angaben der Nr. 13 leidit bereehnet werden können; 
femer sei die m durch das Gleichungspaar 

6 

definirt, worin die f», v ebenfifills rationale Funktionen der ank 
bedeuten. Dann ist eine Integral - Jlfj von der genannten be- 
sonderen Beschaffenheit dadurch charakterisirt, dass sie ausser 
den Gleichungen D der Nr. 19 auch noch entweder die Relationen 

erfüllt, oder dem Gleichungensystem genOgt, das sich durch Null- 
setzen aller 4- reihigen Determinanten der Matrix 



^1^2 ' ' 












■ — . — — — - - • 




cx^^ dx^ 






► » - 



ergibt; durch eine solche gehen unendlich -viele Integral- J^. 
Wir wollen das Hauptergebnis der beiden letzten Nummern 

so resmniren: 

Damit durch jede luicyral-M^ eines Pf äff' sehen Systems ßter 
Sfnff vom Charakter :J und Rang 6 mindestens eine Integral-M^ 
htndurchr/ehe^ ist notieendui und hinreichend, dass die vietireihigen 
Hau^timterdeiermManten des Schernaus 

II ^aiki 4- j*«i*2 !' • (I,*— 1, ..6) 
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(lUc durch da8 Quadrat eines mid desselben Linear faktor 6 thcil- 
bar sflm. 

Es gibt unter dieser Voransisotzmitr unbegrenzt viele redu 
cirte Formen mit n — 3 Teniien; um eine solche zu erhalten, 
hat man aus der Gesamtheit der dreifach ausgedolmten Integral- 
mannigfaltigkeiten ein „vollständiges Integral^\ d. h. eine den 
Baum erfüllende oo " ~ '-Schaar yon Mannigfaltigkeiten irgend- 
wie herauszugreifen. 

23. Wir wenden uns dazu, fttr den allgemeinen Fall HI 
(Nr. 1 2) die Möglichkeit «aner Bednctlon auf » — 3 Terme zu 
diskutaren. Dm Differentialsjstem (9) (10) können wir hier nach 
Nr. 5 und 15 80 schreihen: 

^^^^ äiT — fr, U1...-6) 

0 2^' H. SIT + 9. 2j 3^7 - 0 

1 1 

(«.#«1, «, •); 

darin wollen wir nach der Yorsehrift der Nr. 5 die 9^, (>2, 
als weitere unbekannte Funktionen der Independenten Wj, n^, 
betrachten. Differentiirt man jede der Gleichungen (21) unter 
Berücksichtigung der Kelationen ( 20) je einmal nach //j, Uj, Wj, 
so folgen dui'ch geeignete Subtraktionen die Beziehungen: 

6 fi 



(22) 



^' 2^ (»"». + ».•'".) aS7 + 

■d«, dx, 99, 



darin ist gesetzt: 

Denken wir uns die Belationen (21) in der Form 
Bx ^ dx 

(»3) - -ii^- - 2""' ^ 

aufgelöst, und die erhaltenen Werthe in (22) snbstituirt, so ent- 
stehen Belatioiien der Gestalt: 
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3 

die wir zur Abkürzung so schreiben wollen: 

(24) i>i — 0,i)/, — 0,D,\ — 0 (««1.».») 

Multiplicirt man aber die Ausdrücke D ^1) bezw. mit den 
nachstehenden: 

^ ^ 

und addirt, so folgt 

(25) Mt%» Na, + 3faa., -Vi* + 3fsi, .Ys* 0 (* = 1,^.51 

wenn wir die als Faktor auftretende Funktionaldeterminante der 
3 Grössen o^i, wegheben. Die linken Seiten der Relationen 

(25) sind rationale Funktionen der Grössen 

24. Wir setzen nunmehr voraus, dass die Relationen (25) 
identisch, d. h. für jedes beliebige Werthsystem x, ff erfüllt sind. 
Dann ist für jeden Index s die erste der Gleichungen (24) eine 
Folge der beiden andern; diese letzteren denken wir uns nach 

den Ableitungen aufgelöst und die so erhaltenen 6 

Gleichungen mit 1/ beaeiohnet. Diese Relationen fügen wir zu 
den Gleichungen (20) und (23) hinzu, und bezeichnen mit ^ das 
solcherweise entstehende DiffBrentialsystem i. 0. mit den n -(- 3 
ünbekaimten Xy Dieses Sjstem, das nach den Ableitungen 

aufgelöst ist, he$Ugt nun die Eigmsefiaß der FassMiät^ d. h. jede 

Ableitung, die aus den Grössen (26) durch Differentiationen nach 

?*2 ^'3 entsteht, liisst sich vermöge der < Jleichungen, die aus 
^ durch wiederholte Derivationen nach den ti; liervorgehen, auf 
eine und nur eine Weise durch die jc, ^ und ihre noch übrigen 
Ableitungen darstellen. 
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Baas in der Tfast' die Gleicfamigeii 2. 0., die «na 5D doxch 
je einmalige DerivaHon nadi Ug erlialten werden, fitr jede 

der Ableitungen 

nur je eine Bantelliing Uefem, Iblgt wie fraiher unmittelbar ans 
der Entstehongaweise der Belationen (23) und (24). Femer be- 
stellen nach Kr. 4 Term^ge der Relationen (20^ (23) die 3 
Identitäten ^ ^ 

worin nach AnafiBhning der angedeuteten Differentiationen die 
Gleidiungen (20) und (23) zu berflcksiditigen sind*- Man er- 
aehliesat jetzt ähnlich wie in Nr. 20 die Existenz ebenso vieler 
linearer Identititen zwischen den Gleichungen 2. 0., die durch je 
einmalige Differentiation der Gleichungen /)' nach //g her- 

vorgehen; daraus folgt aber sofort, dass jede der 3 Ableitungen 

mittels auf nur eine Weiae durch die paFametrischen GrÖaaen 
ausgedrückt werden kann, das System ^ also in der That 
paasiY iat. 

In dem Syatem ^ sind parametrisch einmal die d?, sodann 
sSmtlidie Ableitungen der x^^ endficballe Grössen 

(27) et) (*-l,2,iJ,*=-l,2..*ii;ii/.); 

et»* 

% besitzt also ein und nur ein Integralsystem x^, ,Xni Q^Qn 
Ten der Eigenschaft, daaa die x^^ x^^ x^ vorgeschriebene Funk- 
tionen der u bedeuten^ wifarend die Grossen (27) vermöge 
«I = 0, «3=0 in vorgeschriebene Anfangswerthe übergehen. 
Beachtet man aber die Belationen 

und die durch wiederholte Derivation nach daraus folgenden 
Gleichungen, so kann man statt der Anfangswerthe der Grössen 
(27) auch diejenigen der Ableitungen 

X. d*^ X . X . 



(*=i, 2,..»»»«/.), 
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mithm aaeh die Funktionen (ui), in die die Funktionen 
Xi» vermöge t«, » 0, » 0 flberg^n sollen, willkürlieh 
Yonchreiben, also der Integral-Jlf , 

{28) = 1/^» tts) (« = 1,2..«) 

die Bedingung auferlegen, eine wälkfiriieh gewählte Integnl- 
knrve Jt des PS'Arp'Bclien Systems A zu enthatten. 

Damit also dwrdi jede httegrälhume unseres PFAFF*sdm 
Systems eine Integral-M^ hmdurchgehe, ist no&mend^ und im- 
reichend, dass die Bedmgungai (25) für jedes hdidnge WerOh 
Sjfstem X, Q stattfinden. Unter dieser Voraussetzung gibt es flb* 
das System A natürlich wiederum unbegrenzt viele Darstellungen 
mit, ;/ - 3 Tennen. 

Eine ähnliche Ueberlejcrunpr wie in Nr. 21 zeigt, dass durch 
eine beUebige Integral kurve K auch nur rivc Jntegral-il/3 existirt. 

Die vorstehende Betrachtung verliert ihre Giltigkeit, wenn 
die Ausgangskurve K einem der drei Gleicbungspaare 

genügt; dann hören uänilich die rechten Seiten des Dilferential- 
systems 2) für die gewählten Antangswerthe auf, regnlftr zu sein. 
Man erkennt aber leicht, dass durch eine solche besondere Inte- 
gralkurve unbegzenst viele Integral-Jifs hindarohgehen (Nr. 26). 

25. Die Belationen (25) gestatten eine merkwOzdige be- 
griif Uche Deutung. Die erste derselben sagt nftmlich aus, dass 
die Bilineaiform: 

s 3 

1 



vermöge der Qleiehnngen 

9 3 

null ist oder, was dasselbe bedeutet, dass die Bilinearform: 

6 6 6 6 

(29) ^ ^^t^iki^iflk-^Qi 2' 2 ''ih^iVk 

11 11 

vermöge der Belationen 
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(30) ^ftul*— 0,^v,i^, = 0 

und der dazu congruenten Gleichungen verschwindet. Da aber 
die Relationen (31) von frei sind, so müssen die beiden Terrae 
in (29) für sich verschwinden; indem wir also die Bezeichnungen 
der Nr. 15 heranziehen, so folgt: Jede (lorade, die auf der 
Mannigfaltigkeit liegt und die zwei jindcTn Mannigfaltigkeiten 
711^ und 7^3, also auch die Geraden und ^3 trifft, befriedigt 
die GongTueuz: 

(32) i^in^'^k-O; ^^viki^ink=-o. 

Jede solche Gerade gehört aber auch der Oongmenz (aß) an; 
mithin ist Termöge der beiden Gleichmigen (30) und der dazu 
congruenten jede der Bilineftrfonuen (32) eine lineare Oombina- 
tion der folgenden beiden: 

und da sich diese nach der Öchlussbemerkung der Nr. 15 ver- 
möge (30) und der congruenten Relationen auf zwei linear uu- 
<Mäfigiffc Bilinearformen in 4 Variabeinpaaren reduciren, so folgt: 
Die drei Bdationen (25) sagen aus, dass jedes der drei 
PFAFF^schen Sgsteme vierter Stufe 




(J|»l ...« — 6) 



.1 1 

den Charakter zwei hesitet, 

26. Sind die Bedingungen (23) identisch erfttllt, so bilden 
die bilinearen Govarianten jedes der Systeme 8^ je eine zwei- 
gliedrige i^-Gongmenz, deren Direktricen die Geraden g^ g^ sind.^) 

Jede Integral-Jl^ des F^AFP'schen Systems befiriedigt 
nat&rlich auch das gegebene System A und soll eine ,^frei- 
cKmenstonoZe CharakterisHk^' des letzteren heissen; es gibt drei 



I) a, bt c bedeutet fortan eine Permutatiou der Zahlen 1, 2, 8. 
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Kategorien solcher Chjurakteristikeii; eine der a-ten Kategorie an- 
gehörige heseidmen wir mit C*. 

Nach meinen firfiheren Üntecsnchnngen^) geht durMi eine 
beliebige Integralkurve K des Systems S^^ eine nnd nnr eine Cl 
hindurch; nnr wenn die Knrre JT ausser den Belationea Sa noch 
das eiue oder das andere der Gleichungspaare 



erfüllt, gibt es durch K unbegrenzt viele C|. Eine solche Integral- 
kurve nennen wir eine „charakferisfisrhr Kurve'' des PF.vFF'schen 
Systems A und beaeiohnen sie mit C{ bezw. Cl. Jede Charahti- 
risHk Cl wird dam von je emfuuh unendlichen Kurven Cl und 
(i>enso von je einfach unendUdt vieilen Kurven Cl ergmgt. 

Da nnn nach Kr. 15 eine beliebige ^4 der Congmens (er/S) 
die Hannigfsltigkeiten mim^m^ nach je einer Oeraden, und die 
Geraden 9x9^9^ in je einem Punkte schneidet, so yerificirt man 
leicht folgende Thatsacfaen: 

Jede hdegreH-M^ des PrAFF^sdien Systems Ä wird erseugt 
von je zwcifadi unendlich vielen charakteristischen Kurven eines 
jeden der drei Systeme, derart, dass durch einen heliebigcn Punkt 
x^x^ ' ' • Xn der Tntegral-Mr^ je eine auf ihr liegende Kurie Cj. 1 
Cj, G\ hindit rehgeht; fernei wird jede fniegral-3f^ auch erzeugt I 
von je entfach unendlich vielen -weidimensionalen Charah fri istiken, 
und zwar auf 3 verschiedene Arten, so dass von jedem Punkt 
der je eine auf ihr gelegene Charakteristik Cl, C\ und Cl 
ausläuft 

Durch jede C\ gibt es unbegrenzt viele Integral-ilf , ; durch 
eine beliebige Integralkurve des PFAFP'schen Systems A geht eine 
einzige Integral* Jf^; durch eine Kurve Ky die einem der PFAFF'schen 
Systeme 8^ genügt, gehen unbegrenzt viele Integral- Jf„ welche 
alle die durch K gehende Charakteristik C\ enthalten; durch eine 
C\ endlieh gehen unbegrenzt viele (7{, C\ und Integral-JUs 
hindurch. 

Das Differentialsystem 3) der Nr. 24 gehört sonach zu der 

bemerkenswei-thL'ii Kategorie partieller Diti'erentialprobleuie i. 0., 

1} pag- 288 u. f. 




bezw. 
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die ich in einer früheren Arbeit^) als „Normälssfsteme" be- 
schrieben habe. 

27. Die Bedingungen (25) kOnnen auf eine huuiehtlich Qi^^q^ 

ganzrationale Form gebracht werden: indem wir dann ausdrücken, 
dass sie für beliebige q statttinden, gelangen wir zu Relationen, 
die nur die uncf, und ihre ersten Ableitungen enthalten, aber in 
'irrational^' Form. Zu einer rationalen Darstellung gelangt man 
durch folgende üeberlegung, die uns zugleich eine neue, merk- 
würdige Interpretation unserer Bedingungen liefern soll. 

Zu diesem Zweck schreilxn wir im Aaschluss au die Be- 
zeichnungen von Nr. 23, Gleichung (23) das „erste erweiterte 
System^' (Nr. 5) in der Form: 

s 

(33) äUBj^k » ^ibikdXj (* = !,. . . «-•), 

1 

worin die bik Funktionen der Yariabehi ^ bedeuten und die 
n 3 Grössen je, ^ als ebenso viele mäthängige Yariabeln su 
betraditen sind. Die zu dem erweiterten System gehörigen 
bilinearen Govarianten reducireu sich augenscheinlich auf drei un- 
abhängige und haben nach Nr. 23 die Gestalt: 

11 1 

Die seohsreihige Determinante: 

0 ^l,M,u, ^^Mu», hNii, ItNu, AaA'« 



^A.Jfsi*, ^iU-afw*, 0 hJS^u ^i^M, ^»JVm 

ItNu XiNii kiNn 0 0 0 

hNa kaNn AjJVj» 0 0 0 

hat die Form ci^ il|JL|, und die Relationen (25) besagen, dass ver- 
möge irgend zweier der Relationen A^»0, Ü^b^O, A^ssO alle 
4-reihigen Determinanten obiger Matrix verschwinden. 

i) Math Ann. 40 p (1897); vgl. auch diese Berichte 1897 pag. 329 
und Comptes Rend\:s vom 3. Aug. 1896. 

Matb.-phys. Glaste VJW. 17 
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DieBeärngwiffm (25) drikken älto aus, dass dU drei büineareK 
Ckwarianim des ersten erweiterten Skfstems «m verketietes Tripel 
hOden (Nr. 16). 

AndereneitB Iwbeii wir in Nr. 16 das erste erweiterte System 
in der raiUMMHen Form 



(34) 



dargestellt, worin man etwa, um die Ideen zu fixiren, = 1, 
7J2 = 0, '»?8 = 0 setzen, und die x sowie die als die n -j- 3 

unabhängigen Variahein betrachten kann. Da ferner der Charakter 
des „verketteten Tripels" bei beliebiger Variabelntranstorniation 
erhalten bleibt, so brauchen wir, um die Bedingungen (25) in 
rationaler Form zu erhalten, nur die Bedingungen dafür auf- 
zuschreiben, dass die 3 bilinearen Covarianten des PFAFF'schen 
Systems (34) ein verkettetes Tripel büden. 

Wegen der Complioirtheit der Endfimneln verzichten wir auf 
deren Wiedergabe. 

28. Nach Nr. 5 kommt die Bestimmung der allgememsten 

n — 3-gliediigen reducirteii Form für das System A darauf hinaus, 
die ^x?2?8 allgemeinster Weise derari als Funktionen der x zu 
bestimmen, dass das erste erweiterte System unbeschränkt inte- 
grabel wird. Jedes derartige Funl'fimiefifripel niwss nun, wie sich 
aus Nr. 23 fast unmittelbar ergibt, aVe drei J^pJnfionen (2^) 
identisch erfüllen. Wenn also dieses CUeichungssystem nicht für 
jedes beliebige Werthsystem q besteht, und wenn sich aus ihm 
durch Elimination der ff eine Relation zwischen den x allein er- 
gibt, so besitzt das vorgelegte PpAPF^sche System A überhaupt 
keine redudrte Form mit n — 3 Tennen. Lassen sich anderer- 
seits die Gleichungen (25) nach auflösen, so ist fOr jedes 
der so definirten Funktionentripd zu untersuchen, ob es in das 
erweiterte System substituirt dieses letstere unbeschittnkt integrabel 
macht, und es gibt dann eine oder mehrere reducirte Formen mit 
n — 3 Termen. Beduciren sieb endlich die Gleidmngen (25) auf 
zwei bezw. eine unabhängige, die zwei bezw. eine der Grössen 
Q durch die andern o und die x auszudriicken erlauben, so 
erhält man durch Substitution dieser Ausdrücke in das erste 
erweiterte System (34) ein pFAFi'sches System Ii fünfter resp. 



0 
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vierter Stufe mit n -|- 2 resp. n-^^ 1 Yariabeln. Vemöge 
eines aUgememen Princips, für dessen Formulirung ieh teUs 
auf die Arbeit „II", teils auf eine spftter zu gebende ausfOlirlicbe 

Darstellung verweisen muss, kommt dann unser Problem darauf 

hinaus , das System auf n — 1 bezw. auf n — 2 Tcmien zu 
reduciren. eine Aufgabe, deren Lösung in der citirten Abhandlung 
gegeben wurde. 

29. Die in Nr. 12 mit IV und Y bezeichneten Fülle erledigen 
sich durch ganz ähnliche tlljerlegungen wie die bisher behandelte 

Annahme m. Man hat nur in den Formeln (14) bezw. (15) des 

dx. 

§2 die $i durch 5 — zu ersetzen, dem Index s der Reihe nach 

die Werthe 1, 2, 3 beizulegen und das so entstehende neungliedrige 
Gleldiungensjstem den Belationen (20) pag. 205 hinzuzufügen. 
Differentürt man das gewonnene Differentialsystem je einmal nach 

1^2, ?/3, SO folgt durch geeignete Subtraktionen ein System von 
9 l)ilinearen (Tleichungeu, aus denen sich die ersten Ableitungen 
von (»j, (»2, ^3 in ganz ähnlicher Weise eliniiniren lassen wie im 
Falle III. Solcherweise gelangt man zu drei den Relationen (25) 
entsprechenden Bedingungsgleichungen zwischen den x und (j. Sind 
diese für jedes Werthsystem j\ g erfüllt, so zeigt man wie in 
Nr. 24 die Existenz einer und nur einer Integral -Jfcfg, die eine 
beliebig vorgegebene Integralkurve enthält, und auch die weitere 
Diskussion ist im Wesentlichen dieselbe wie beim allgemeinen 
Fall; eine erhebliche Modification erleiden nur die Definitions^ 
gleichungen der charakteristischen Mannigfaltigkeiten. 

München, im September 1900. 
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Gerhard Kowalewski: Ekiige Bemerkungen zur Theorie der 
steHgrn Funäianm einer reellen VeränderJidien. (In der Siizimg 
vom 3. Dexember 1900 Yorgelegffc durch Herrn 0. Höldbr^ o. 11) 

In der Theorie der stetigen Functionen einer reellen Verän- 
derlichen wird sehr viel Gebrauch gemacht von dem Weieb- 
STBASS'schen Satse, dass eine Function, die in einem Intervall 
(mit Einscfaluss der Grenzen) stetig ist, in demselben ein Maxi- 
mum und ein Minimum hai^) Bekanntlich hat Kbonbcker gegen 
dieses Operieren mit dem Maximmn und Minimum Bedenken ge- 
äussert. Er yermisste, wie Herr Netto berichtet'), tot aUem 
„die Angabe einer Methode, durch welche ein solches 
Maximum oder Minimum mit willkürlieh vorgeschrie- 
bener Genauigkeit bestimmt werden könnte." 

Wenn es auch unmöglich sein dürfte, in der Theorie der 
stetigen Functionen solche Bedtniken wie die KiiONKCKEH'schen ganz 
zu umgehen, ohne auf die Allgemeinheit der Sätze zu verzichten, 
so kann doch der Fall vorkommen, dass von zwei Verfahnmgsweisen 
die eine weniger als die andere jenen Bedenken unterworfen ist^) 
Ob dies von den im folgenden mitgeteilten Beweisen einiger Sätie ! 
über stetige Functionen im Vergleich zu den üblichen Beweisen 
gilt, die sich auf den WsiEBSTRAas'sohen Maiimumssatz stützen^ 
mag dahingestellt bleiben. Es kftme darauf an, ob man den Be- 
weis des Satzes, dass eine stetige Function f(x\ die für x^a 
und x^h Werte mit entgegengesetzten Vorzeichen hat, an einer 
Stelle B c zwischen a und h Ter8ehwindet,Tom EBOMBCKBR'schen 
Standpunkte fttr weniger bedenklidDL hftlt als den des Weierstrass'- 
sehen Hazimumssatzes. 

I) Vgl. DiNi, Theorie der Functionen einer reellen verftnderlichen 

Grösse, deutsch von Lüroth und Schkpp. 

2 KüönkckkkV Vorlesungen über einfache und vielfache Integrale, 
Anmerkvmg zu Seite 12. 

3) Es soll keineswegs behauptet werden, dass eine solche Beur- 
teilung der betr. Verfahrungsweisen über ihren Wert entscheidet. 
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I. 

Der Satz von Rolle. 

Wir beweisen zunächst den folgenden Hüfssatz: 
Ist die Function /*(») in dem Intervall (a . . . 5) mit 
Einschluss der Grenzen stetig und ist ferner f(a)=^f(p), 
so giebt es ein ganz innerhalb des Intervalles (a . . . 5) 
gelegenes Intervall (oi • . • &i) derart, dass &i <f(& — a) 
und fM - f(p;) ist*) 

Wir teilen (a, ,,h) durdi die Werte « = a', a? — ft' (> a) 
in drei gleiche Teile. Ist dann f(a') = / (^'), so setzen wir 

«1 = = b'. Wenn dagegen / (a) ^ /'(Z;') ist, so haben von 

den Gliedern der Summe 

[f(a-)-f(a)] + [f(b')-f(a)] + [f{b)-f(h')] = f{i)-f(a)-0 

sicher zwei benachbarte entgegengesetzte Vorzeichen. Es werden 
also entweder f{a) — /'(a) und f(b') — fia) verschiedene Vor- 
zeichen haben oder f{h') — /"(«') und f{h) — f{^')i oder es wird 
beides der Fall sein, und dann wollen wir nur das erstere in 
Betracht ziehen. 

Wenn die Vorzeichen von fCa') — f{a) und f(f/) — f{a') ent- 
gegengesetzt sind, so wähle man eine GrQsse C, die sowohl zwi- 
sdien f{a) und f{a) als auch zwischen f(a) und fQ/) liegt, 
z. B., um eine besämmte Vorschrilb zu geben, das arithmetische 
Mittel von f{a) und dem nächst benachbarten der Werte /(a), 
t\h'). Es giebt dann') zwischen a und a' eine Stelle und 
zwischen a und ?/ eine Stelle derart, dass /'(fli) = /(^i) = ^ 
ist. Das Intervall {a^ . . . h^) genügt auch der andern Forderung 
\ — «1 < f (^^ - «)• Wenn nur f{b') ~ f{a') und f(l>) — f{b') 
entgegengesetzte Vorzeichen haben, so sei C das arithmetische 
Mittel von f(b^) und dem nächst benachbarten der Werte f((i'), 
f{b). Man gelangt dann in analoger Weise wie vorhin zu einem 
Intervall (a^ • - b^), welches ganz innerhalb von (ci . . . d) liegt, 

und für welches /'(%) ^ / (^i)' ~ *< "i ~" ^ 

£s liegt nahe, das Verfahren, welches von (a , , , b) zu 



1) Es wird angenommen, dass a < ( ist. Entsprechendes gilt von 
den andern Interv^en. 

2) Das Verfahren znr Bestimmung dieser Stellen lässt sich dnrdi 
passende Vorschriften so r^gehi, dass es eindeatig wird. 
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(oi . . . h^) ftthrte, zu wiederholen. Dadurch entsteht eine Beihe 
Yon Intervallen 

(a . . . 6), (% . . . «^i), («8 . . . fej), , 

wo jedes Interrall ganz innerhalb des vorhergehenden Hegt, wo 
femer 

M - m fM -fih). f(<h) - fi^% 

ist und hinsichtlich der Grösse der Intervalle die Ungleichungen 

6. - a. < - a) 

bestehen, woraus hervorgeht, dass 

lim {bn — a») — 0 

ist. Dann definiert aber nach bekannten «Prindpien die obige 
Beihe von Intervallen eine bestimmte Stelle x — e^ die im Lmem 
eines jeden dieser Intervalle liegt. 

. üm den Satz von Bolle zu erhalten, machen wir jetzt über 
die Function f{x) die weitere Annahme, dass sie im Innern des 
Intervalles (a , , ,h) überall eine bestimmte Ableitung (x) be- 
sitze. Damit soll gemeint sein, dass an jeder Stelle zwischen a 
und b der vorwärts und der rfickwftrts gebildete Differenzen- 
quotient beide denselben Grenzwert haben, der auch uueiidlich 
(aber mit bestimmt ein Voi zeichen, also entweder -f ^ oder — oo) 

sein dar£. Dann ist der Grenzwert 

On — an ' 

Grösse offenbar zwischen ^^^^ ~ ^^""^ und ^(^») " W 

f(e) identisch, folglich f (c) » 0. Das ist aber der Satz von Bolls. 

Es sei noch bemerkt, dass der obige Beweis dieses Satzes 
abgesehen von der Toraussetzung hinsichtlich der Ableitung nur 

verlangt, dass f{x) alle zwischen /'(Xj) und fix^) liegenden Werte 
annimmt, wenn jc die Werte zwischen a\ und .t^ durchliluft. 
Dabei sind und ;/'2 ^''^^^i beliebige Werte aus dem Interv^all 
{a . . . h) mit Einschluss der Grenzen. Diese Eigenschaft hat man 
früher als Detiuition der Stetigkeit benutzt (z. B. that dies Gauss), 
sie besagt aber bekanntlich weniger als die Stetigkeit in dem 
jetzt üblichen Öinne.^) 

l) Einen etwas umatäudlicheren Beweis des Satzes von Rollb, der 
dieselben VoraasBetzungen macht wie der hier mitgeteilte, habe ich 
in Bd. 43 der Zeitschrift für Mathematik und Physik verOffentlichi 
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2. 

Der Mittelwertsatz. 

Wenn eine Funetion f(x) in dem Intervall (a . . . h) mit 
Einschluss der Grenzen stetig ist und im Innern desselben überall 
eine bestimmte Ableitung besitzt (in dem oben definierten Sinne), 
so giebt 68 im Innern des Interralles eine Stelle x — c derart, dam 

ist^ 

Diesen sogenannten Mittelwertsatz fEllirt man gewöhnlicb auf 
den Sata Ton Bolls znrtickf indem man die Function 

' f{^) /■(«) f(b) I 
X a b 
III 

betrachtet, welche die Bedingungen des BoiiLB'schen Satzes erfüllt. 

Ich will hier einen directen Beweis mitteilen, womit dann 
zugleich der RoLLE'sehe Satz neu bewiesen ist. 

Man teile wie früher das Intervall {a . . . b) durch x = 

- 5' in drei gleiche Teüe. Es werde d - a » Sib, ^^\z/a^ 
B A gesetzt und man betrachte die Function 

Sie ist in dem Intervall {a . . . h') mit Einschluss der Gren- 
zen stetig. Wenn nicht 9 (a) = 0 ist^ so haben von den Glie- 
dern der Summe 

9,(a)-|.9)(a') + 9(ö')-=-0 

sicher zwei benachbarte entgegengesetzte Vorzeichen. Daraus 
folgt, dass es entweder zwischen a und a oder zwischen a' und h' 

eine Stelle giebt, wo die Function (p verschwindet. Es kann auch 

beides der Fall seiii. Jedenfalls sehen wii*, dass es ein Intervall 
(ttj . . . l>i) giebt, welches ganz innerhalb (u . . . h) liegt, uiui für 

wriehe« f^"'^ - ^fa) , / W - A«) , b,-a,.i^vA. Durch 

geeignete Vereinbarungen l&sst sidi erreichen, dass das Verfahren 

zur Bestimmung von (oj . . . ?^,) eindeutig wird. Die Wieder- 
holung des Yerfahi'ens führt dann zu einer Reihe von Intervallen 

(a . . . 6), (% . . . 6,), (a^...hji% , 
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wo jedes Intervall ganz innerhalb des vorhergehenden liegt, wo ferner 

, ^ — - — ist rar n = 1, a, und liinsicht- 

Un — an o — a 

lieh der Grösse der Intervalle die Gleichnngeo 
gelten, so dass 

Hm {bn — a») — 0 

ist Es giebt also eine Stelle a; » c, die innerhalb eines jeden 

dieser Intervalle liegt, und da ^ '^^ " ^ zwischen den beiden 

On — O« 

Difi'erenzenquotienten ^^^^ und ^^^^ ^ ^^^^ liegt, die beide 

für unendlich snnehmendes n den Grenawert f{c) haben, so ist 



3. 

Eine Eigenschaft der Ableitung einer stetigen Ftmction. 

Wir machen dieselben Voraussetzungen wie in der vongea 
Nummer. und (i>^i) seien zwei Wert« zwischen a und 
C eine beliebige Grösse zwischen f {x^ und f (x^),^) Die 
Function 

F(x) -» f(x) - Cx 

erfEQlt gleichzeitig mit f{x) alle unsere Voraussetzungen und hat 
an den Stellen x — ^ x = x^ Ableitungen mit entgegengesetzten 

Vorzeichen. Wir wählen nun in dem Intervall (x^ . . . x^) die 
Stellen x^\ so nahe an x^ bezw. a:^, dass die Differenzen- 
quotienten 

d?, • — j\ ' ajj' — ajj 

im Vorzeichen mit F' (x^) bezw. F' (xg) übereinstimmen. Dann 
haben die Grössen Fix^) — F(3Ci), -^(^rg) — F{x^) entgegenge- 
setzte Vorzeichen. Wenn nun nicht F(x^) — F{x^') = 0 ist, so 
haben entweder F{x;) - F{x^ und f\x{) - F(x;) oder F^x^') 
— F(xi) und F(Xi) — F{x{) entgegengesetzte Vorzeichen, im 



0 f und /' (a;,) können auch die Werte 4* öo und — 00 
haben, worden aber als verschieden vorausgesetzt. 



Digitizca by Google 



ZuB Thbob» d. snmcHDi FuHcnomii sma mwlmw YnliiBSBucaaDi. 219 

ersten Falle würde es zu einer beliebigen GrOsse die sowohl 
zwischen F{x^ und F{x^ als auch zwischen F{x{) und F(x^ 
liegt, zwischen und x^' eine Stelle x *** oe/' und zwischen 
und o;,' eine SteUe x -= o^," geben derart, dass F(x^*) » Fix^*) 
= JT ist. In analoger Weise wtbrde man im zweiten Fälle yer^ 
^kbren. Jedenfiills erkennen wir, dass es im Innern tou ix^.,. x^) 
ein InterTall (x^" . . . x^") giebt derart, dass F{x^') — F{x^') 
ist Dann giebt es aber nach dem Satz von Bolle eine Stelle 
ic == c im Innern von {x^ ... apj), an welcher 

ist. .Die Ableitung einer stetigen Function hat also (wenn sie 

überhaupt, und zwar in dem oben angegebenen Sinne, existiert) 
mit den stetigen Functionen die Eigenschaft gemein, dass sie Leim 
Ubergange von einem Werte zu einem andern jeden dazwischen 
liegenden Wert annimmt.') 

i) Dieser Satz wird gewöhnlich unter Benutzung des Weiekstrass'- 
schen Maximumssatzes bewiesen. Vgl. auch Pasch, Einleitung in die 
IMiferential- und XntegnUrecluitmg, Seite 86. Bier findet man einen 
dem obigen fthnlichen Beweis, der aber die Voraussetzung macht, dass 
f von Xg bis x^ endlich bleibt 
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Friedrich Engel: Ein uotrs^ dem linearen Komplexe ana- 
loges Gebilde. (Zweite Mittheilong). ^) 

In nieiner ersten Mittheilnii<r (diesp B^riebte 1900, 8. 63 — 76) i 
habe ich gezeigt, dass in einem iiaume von sechs Dimensionen 
durch jedes allgemeine Werthsystem pikj (i, k,j'=l • • > 7), das 
dea Bedingungen: 

(27) Pikj + ju.v =^Pikj +Pjki='Pikj -\-Pijk 0 

genügt, eine Yierzehngliedrige einfache projektive Gmppe definirt 
ist, die die von Killino entdeckte Zusammensetzung hat. Bei 
dieser Gruppe blieb der Inbegriff aller zweifach ausgedehnten 
Ebenen des J?« invariant, die durch die sieben Gleichungen: 

(28) ^ ±PikjXaiffiZy = 0 

detinirt sind, wo ikjußy irgend sechs der Zahlen 1 ... 7 be- 
zeichnen und wo das Summenzeichon iK-deutet, dass alle Pennu- 
tationen von i, h\ 7', a, ß, y zu nehmen sind, die geraden mit dem ■ 
Pluszeichen, die ungeraden mit dem Minuszeichen. Ich erwähnte 
ausserdem, dass bei der Gnippe zugleich eine gewisse Mannig- 
faltigkeit zweiten Grades invariant bleibt, und dass alle auf dieser 
Mannigfaltigkeit liegenden E^^ die den Gleichungen (28) genügen, 
einen Komplex bilden, der zu dem linearen Komplexe des ge- 
wöhnlichen Baumes sehr viele Analogien darbietet Jedoch hatte 
ich damals alles das nur aus einer gewissen Normalform er- 
schlossen, auf die das Gleichnngensystem (28) durch projektive 
Transformation des gebracht werden kann; ich konnte snm 
Beispiel noch nicht einmal die Gleichung jener Mannigfaltigkeit 
zweiten Grades aufstellen, die zu einem beliebigen Gleichungen- 
systeme (28) gehört 



I) Angeküniligt iu der Sitzung vom 3. December,- das Manuskript 
eingereicht am 17. December 1900. 
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Ich werde jetzt zunächst diesen Pqiikt erledigen, dann aber 
die Anflbige zu einer aUgemeinen Theorie des neuen geometrischen 
Gebildes entwickeln* 

• § 6. 

Zunftchst ist es zweckm&ssig, die sieben Gleichungen (28) 
in eine einzige zusammenzufassen, nttmlich in diese: 

wo das Summenzeichen andeutet, dass die Zahlen 1 • • • 7 auf 
alle möglichen Arten zu vertausclien sind und dass gerade Per- 
mutationen das Pluszeichen, ungerade das Minuszeichen bekommen 
sollen. Diese neue Gleichung scheidet dann unter den 00 drei- 
fach ausgedehnten Kbenen A'., des 7/^. oine Schaar von (X) aus, 
und die Gleichungen (28) detiniien alle £3 des J?6> ^® 
Gleichung (29) bei ganz beliebiger Wahl des Punktes | genügen. 

V^erstehen wir niinmebr unter «j • • • i/^, i'j • • • r^, • • • die 
homogenen Koordinaten von fünffach ausgedehnten Ebenen des 
so können wir die Gleichung (29) in der einfocheren Form: 

1 .. - 7 

(30) ^PikjUiViWj^O 

schreiben. Durch (30) ist jeder Er, tv^" 'Wj des ein Kom- 
plex von 00* E^: u t V k — zu^reordnet und diese sämtlichen 

Komplexe haben eine gewisse Auzaiil von E^ gemein, deren In- 
begiiff durch die Gleichungen: 

1 ...7 

(31) • ^PikJ^UVk^O 

ik 

dargestellt wird. Wir werden sehen, dass diese Gleichungen sehl" 
leicht zu der gesuchten Mannigfaltigkeit zweiten Grades fahren, 
und dass sie zugleich ein geometrisches Gebilde definiren» das 
nichts anderes ist als das dualistische zu dem in meiner yorigen 
Mittheilung eingefOhrten. 

Die Gleiehimgen (31) werden zufolge (27) durch die Sub- 
stitution: Vk===Q Uk identisch erfüllt, welchen Werth auch ^ haben 
mag. Setzt man andrerseits mit Jaoobi 

1...7 
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und scbmbt also (31) in der Fofm: 



1...7 



80 kann man die Terliältnisse der vt in andrer Weise aosdr&cken. 

Multiplizirt man nftmlich (31') mit dem JACOBisdien Symbole 
UiJihJA) summirt cykliscli nach j^, . . . j^, so bekommt man: 

1... 7 

oder, wenu unter j^ - • - ji die Zahlen 1 • • • 7 in irgend einer 
Beihenfolge verstanden werden: 

mit andern Worten; 

(32) Vi:vs:-- — (234ö67):(34667l):--- 

Da diese Auflösung der Gleichungen (31) nothwendig in der 

allgemeinen Form: r otijt enthalten sein rauss — man über- 
zeugt bich lülmlich leicht, dass t'üi- beliebige Warthe der pnj 
keiner der sieben Ausdrücke (23 • • • 7), • • • identisch verschwin- 
det — so ist klar, dass die Glieder anf der rechten Seite der 
Proportion (32) alle einen Faktor vom zweiten Grade in Wj... 
gemein haben müssen. Durch Ausrechnung hndet man: 

1 . . .7 

i*S 3.. .7 

WO in der zweiten Summe die Zahlen 3 • • • 7 auf alle möglichen 
Arten zu Tertauschen sind. Jener gemeinsame Faktor zweiten 
Qrades bekommt daher die Fonn: 

1 ... 7 

(33) ^(^ik'HH=-U 
wo die Koefhcieuten a^^ aus den beiden: 



(34) 



"11 -~ i\^/'lhi^l2»i^l46i^l67 
S.. . 7 



:! . . . 7 

durch Vertauschung der Zahlen 1 • '7 gebildet werden können. 
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SetiAn WUT jetrt nodi ^aitViV^ — so isfc klar, dass 
die Gleidumgen (31), in deMn die u und v yoUkommen gleicli- 
mftssig auftreten, die folgenden nach sich »elien: 

dass also die beiden Ebenen ti und v stets zusanuneufallen^ ausser 
wenn sie die Gleichungen == 0 und V = 0 erfüllen , wenn sie 
also beide einer gewissen "Mannigfaltigkeit zweiter Klasse ange- 
hören. Mit andern Worten, jede A'^, die den Gleichungen (31) 
genügt, ist so beschaffen, dass das Büschel der 00^ durch sie 
gehenden Js^^ der Mannigtaliigkeit zweiter lüasse (/ » 0 au- 
gehört. 

£s sei nunmehr = 0, dann versdiwiiiden in den Gleich- 
ungen (31') liir die Vf. alle sechsreihigen Determinanten und, da 
(kj) -f (jf^) = 0 ist, zugleieh alle fünfireihigen, unter den Gleich- 
ungen (31') Bind daher nur Tier von einander unabhängige vor^ 
lianden. üm das deutlicher hervortreten zu laasen, multipliciren 
wir (31') mit (Jiif) und gnnuniren cyUisch nadi i,^«^t ^hum. 
kommt: 

1 . .7 
k 

also: 

4 ... 7 

(35) ^OiAÄ>*)«v*=o, 

'^o it" 'ii Zahlen 1 • • • 7 in irgend einer Reihenfolge sind. 
Hier können die 35 Ansdrftcke (ßi* " nicht alle identiseh 
▼erschwinden, es sei denn, dass in U alle Eoeffieienten a^^ ver- 
schwinden, wie aus der Beziehung: 

Qt'"Je)=^ «i, U=- ^ OiJa) O3 • • • je) 

hervorgeht, in der ,7 j • • • eine gerade Permutation von 1 • • • 7 
bezeichnet und die Summe nach ■ ■ • j^. cyklisch zu bilden ist. 
Demnach ordnen die Gleichungen (35) jeder f^r,n, die unsrer 
Mannigfaltigkeit zweiter Klasse angehört, eine Schaar von 00^ 
ebensolchen Mannigfaltigkeiten r zu, der die Mannigfaltigkeit ti 
selber angehört Diese Schaar besteht aus allen des 7?^, die 
durch eine gewisse ebene dreifach ausgedehnte Mannigfaltigkeit 
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Eg gehen, und es ist Idar, dass die homogenen Koordinaten dieser 
Eg sich dnrch u folgendermassen ansdrflcken: 

(36) ^ ± ^itfifiiU - 

wo i, k, j, h irgpiid vier der Zahlen 1 • • • 7 sind und x, y, z, £ 
vier beliebige Punkte der A3. 

Bedenken wir endlich, dass die Gleichungen (31) die u und 
V in den Verbindungen fi.?;^ — Uf^v^ enthalten und also eine 
Sehaar von des darstellen, so erkennen wir, dass die c»^ 

die durch (35) jeder £5 u sngeordnet sind, sich in 00^ 
Büschel von je 00^ anordnen, deren jedes eine auf der E^u 
liegende E^ zur Axe hat; die so definirten 00^ E^ aber gehen 
alle durch die der E^u zugeordnete E^ (36). 

Bequemer drückt sich das alles aus, wenn wir auf die eben 
beschriebene Figur die dualistisdie Transfonnation ausfahren, die 
durch unsere Mannigfaltigkeit zweiter Klasse 17* «> 0 bestimmt 
ist. Allerdings muss dabei vorausgesetzt werden, dass die Deter- 
minante der (iji, nicht vorschwindet, was, wie geeignete Wahl der 
2)ikj zeigt, im Allgemeinen w^irklich erfüllt ist. Setzt mau zum 
Beispiel: 

JPuT ""JP«! "Ast " ~ iPm iPm^ Pias — 1 
alle andern puß aber gleich Null, so kommt: 

(12) = -M», (23) = -Ui, (ai) =^-ii,, (45) = M6,(56)«M^, (64)=Mj 

(U) - (2Ö) « (36) - iu, 
(17) = - l u,, (27) - - \u,, (37) - - f 
(47) = it*„ (57) = iM„ (67) = i«„ 

wihrend alle andern (ih) yerschwinden. Denmacfa eigiebt sich: 

(123456) = - iw,{MiM4 + "1% + "»«6 + i^? } • 
Benken wir uns also die eben besprochene dualistische 
Transformation ausgeführt, so eihalten wir zunächst an Stelle 
unsrer Hannig&ltigkelt zweiter Klasse die zugehörige Kaamig&l- 
tigkeit zweiter Ordnung F^^ unsre durch (31) definirte Figur 
aber yerwandelt sidi in eine Ton der folgenden Beschaffenheit: 
jedem Punkte der ist eine durch ihn gehende, gleichfaUs der 
angehörige zweifach ausgedehnte ebene Mannigfaltigkeit A'. 
zugeordnet und in dieser ig Büschel aller durch den Punk: 
gehenden Geraden. Wir bekommen mithin unter den 00 *' jLj, die 
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die enflüllt, oo^ ausgeBeichnete derart, daas jedem Punkte der 
eine durch ihn gehende angeordnet ist, ausserdem aber be- 
kommen wir unter den oo^ (Geraden der F^ oo^ ausgezeichnete 
derart, dass dnroh jeden Punkt der F^ oo^ gehen, die snsammen 

die dem Punkte zugeordnete bilden. Das ist aber genau 
dasselbe Gebilde, das ich in meiner ersten Mittheilung beschrie- 
ben habe. 

§ 7- 

Wir haben im vorigen Paragraphen die Gleichung der Man- 
nigfaltigkeit zweiter Klasse uutgestellt, die zu dem Werthsystenie 
gehört. Die Koefficieuten dieser Glei( hniig sind vom dritten 
Grade in den 35 Grössen j^ikj- Hieraus folgt, dass die KoeÖi- 
cienten der (ileichung unsrer Mannigfaltigkeit in Punktkoordinaten 
vom 18ten Grade in den p^j wei*den. Zwar ist von vornherein 
zu vermuthen, dass alle diese Koefficienten einen Faktor von 
ziemlich hohem Grade gemein haben. Die Gleichung (30) nimmt 
n&mlich bei der dualistischen Transformation die Form an: 

(300 2 

wo die qikj gewisse ganze Funktionen der pikj sind; stellt man 
nun die zu (30') gehörige Mannigfaltigkeit zweiter Ordnung aul^ 
deren Gleidrang vom dritten Grade in den qoj wird, und zu 

dieser die entsprechende Mannigfaltigkeit zweiter Klasse, deren 
Koefficienten mindestens vom i8ten Grade in den pnj uusfallen, 
während sie blos den dritten Grad haben dürfen, so sieht man, 
dass das Auftreten eines solchen gemeinsamen Faktors in den 
Koefficienten in den meisten Fällr'n zu erwarten ist. Allein es 
ist offenbar aussichtslos, auf diesem Wege die Gleichung unsrer 
Mannigfaltigkeit zweiter Ordnung wirklich l)ilden zu wollen. Das 
Absclieiden jenes gemeinsamen Faktors wilre zwar eine soge- 
nannte ausführbare Operation, aber jedenfalls eine, zu der eine 
mehr als menschliche Geduld erforderlich wäre. 

Da mm auch alle meine sonstigen Yersnche, die Gleichung 
jener Mannigfaltigkeit zweiter Ordnung auf ähnlichem Wege auf- 
zustellen, wie die der Mannigfaltigkeit zweiter Klasse, TergebUch 
waren, so musste ich mich nach einem andern Wege tmisehen, 
der mich zum Ziele führen könnte. Diesen andern Weg &nd ich 
denn auch in der symbolischen Methode der Invariantentheorie. 
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Nooh hvw Uk in der in § 6 angegebenen W^e dk 
GleiehuDg der Mannigfftitigkeit zweiter Klasse gefimden hatte, 
hatte ioh bei Study angefragt, wie man die InYariant6nthe<me 
auf meinen Komplex pn^ anwenden kOnne, und er hatte mir so- 
gleich geantwortet, dass die GLBBSomsehe symbolische Methode 
mit einer yon ihm selbst fEkr den Fall altemirender formen an- 
gebrachten Verbessemng sofort die Gleichungen gewisser kova- 
rianter Mannigfaltigkeiten zweiter Ordnung hinzuschreiben ge- 
stattet, deren Koefticienten vom vierton Grade in den paj sind. 
Ich fand bald darauf die Gleichung der Mannigfaltitrkeit zweiter 
Klasse und bildete mir iufolgedess»Mi ein, ich könnt«' auch ohn< 
die symbolische Methode auskommen, so dass ich die von Studv 
gegebenen Andeutungen nicht weiter Terfolgtö. Allein die Noth 
trieb mich schliesslich doch, daran hti zuknüpfen, weil ich einfach 
nicht weiter kam, und nunmehr erkannte ich bald, dass die sym- 
bolische Methode in der That das geeignetste Ihstrament ist, mn 
die von mir gefundenen Gebilde an miteisnehen, ja sie ist sogar 
das einaig dazn geeignete, wenn man sich nicht anf die Betrach- 
tong einer Normalfonn beschxftnken will, was doch nnr ein sehr 
imvollkonmiener Standpunkt ist, sumal da man, wemi man tim- 
liche Gebilde in höheren Bäumen untersudien will, eine solche 
Normalform noch nidit kennt. Meine bisherige Gleichgültigkeit 
gegen die symbolische Methode verwandelte sich daher plötzlich 
in die höchste Werthschätziuig, ja Begeisterung füi- sie, und ich 
hofle, durch meine Untersuchungen zur Verbreitung dieser Auf- 
fassung beitragen zu können, obgleich ich ja vorläufig auf dem 
Gebiete der Invariantentheorie noch zu den Anflingeru gehöre. 

Freilich bin ich bei der invariantentheoretischen Unter- 
suchung meines Komplexes von einem Abschlüsse noch w eit ent- 
fernt, auch kann ich hier nur einiges Wenige von dem raittheilen, 
was ich bisher gefunden habe, aber schon das wird, denke ich, 
genügen, um meine eben ausgesprochene Ansicht zu bestätigen: 
man versuche nur einmal. Alles ohne symbolische Methode ahsu- 
leiten, aber wohlbemerkt auch ohne eine kanonische Form zu 
benatzen! 

§ 8. 

Nach der symbolischen Methode von GiiEbsch hätte man die 
linke Seite der Gleichung (29) in der Form: 

(37) {fih^yn) 
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zu schreiben, was eine Abkümmg für: . ' * . 

ist und wo a, /3, y symbolische Faktoren erster Stufe sind der- 
art, dass erst jedes Produkt cißf.yj eine reelle Bedeutung hat und 
dass ein symbolischer Ausdruck dann und nur dann eine Kovari- 
ante von (37) ist, wt^uu die ^, y blos in deu Verbindungen 
^ d: f^ißkVS vorkommen. Bei dieser Bez^ohnimg erseheint die 
linke Seite von (30) in der Form: 

(«u) [ {^r) (y - {y v) (ßni) ) -f (ß^Ö [ (yr) (cav) - («v) (yw) ) -f 

+ (y^) { «') - (ß^) d^w) ) » 

wo 

1 . .. 7 

(au) ^ ^ct^Uf 

i 

gesetzt ist. Ebenso würde jede kovariante Bildung, in der die 
drei Symbole ßy y auf zwei oder mehr Deteminanten yertheilt 
sind, als eine mehrgUedrige Summe erscheinen; zum Beispiel wttre: 

keine Kovariante von (37), sondern erst die Summe: 

(aßxi/zii)) (yu) -f (ßyxyziX)) (ccu) + (yuXi/z^i)) (ßu). 

Man sieht hieraus, dass das Hinschreiben der symbolischen Bil- 
dungen recht umständlich werden kann; namentlich wenn 
mehrere Reihen von Symbolen «, ß, y auftreten, wird die Zahl 
der hinzuschreibenden Glieder bald erschre<^end gross. Man 
könnte sich zwar damit helfen, dass man iuuner blos ein Glied 
hinschriebe, da sich die übrigen durch VertauBohung von ctyß^y 
sofort daraus ableiten lassen, aber diese Abkürzung würde doch 
das symbolische Bechnen ziemlicb erschweren, weil man sehr leicht 
Irrthtbnem in den auftretenden Zahlenkoeffidenten ausgesetzt wSre. 

Diesen höchst störenden üebelstand Termeidet man durch 
ein von Study herrührendes Vertu lue ji , das überhaupt für die 
invariautentheoretische Untersuchung der alterairenden Formen 
geradezu unentbehrlich ist. ^) 

1) Ich verdanke dieses Verfuhren schriftlichen Mittheilungen 
Studts. Veröffentlicht hat er es bisher noch nicht, doch wird es in 
Keinem qpgenwärtig im Drucke befindlichem Werke: Geometrie der 
Dynanien ' wenigstens für den auseinandergesetzt. Vgl. da S. 135. 

Math.-phys. Clasae lüQO. 18 
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Nach Stüdt betrachten wir die Form 

(37) {f^§y^y^i) 

als Kovaxiante einer Form: 

(38) {au) (ßv) (yiv) = F(u,v,w), 
für die folgende lineare Ko Varianten: 

(39) I ^^^^'^^ H^v,w) 4- F(v,u,w) 

* -F(M,r,?r) -|- F(w^r^u) 

identisch verschwinden. Daraus folgt sofort, dass 
F(u,v^w) = F(»,«r,u) = F(w,Ujv) 

ist, setzen wii' also: 

1 .. .7 



80 genügen die putj den Gleichungen (27) und es ist: 

— — Kißjyk — — «*/Jiyy — — ajßi^yr 

Mit andern Worten: die Symbole «, |3, sind so beschaffen, da*^s 
erst ein Produkt, in dem «, ßy y alle drei vorkommen, eine reelk 
Bedeutung hat und dass jede Vertauschung von zweien der Sym- 
bole a, ß, y einen Zeichenwechsel des Ausdrucks bedingt, in 
dem sie als Faktoren auftreten. Es ist also zum Beispiel: 

(fiu) (av) (yw) = — (au) (/3r) (yw) 

und infolgedessen: 

(ßv) (au) (yw) = (ttu) (ßv) (yw), 

so daas in jedom symbolischen Prodtdcte, das aas F^iktoren Yon 
der Form: (au), (ßv) oder: (y^i • • • 'e) besteht, unter <, • • • 
reelle oder symboHsohe Faktoren erster Stufe rerstanden, die ein- 
zelnen Klanuuerausdrücke in beliebiger Reihenfolge geseilt wer- 
den können. 

Wir wollen nun Invarianten und Kovarianten unsrer Formen 
(37) und bilden. Dabei benutzen wir Symbole a, ß, y mit 

verschiedenf n ludices, aber wir gebrauchen die Indices nicht mehr 
in der bisherigen Weise, sondern zur Unterscheidung verschie- 
dener Reihen unserer Symbole. Es ist daher zum Beispiel: 

(«1 ßi n ßi n =^ ± p .» Pü h ^ 
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wo "för ii • ' • ij alle möglichen Permutationeii der Zahlen 1 — 7 
zu. setzen sind, die geraden mit dem Plosz^ehen, die nngeraden 
mit dem Minuszeichen. Ebenso wollen wir auch, wo es nöthig 

ist, die Buchstaben a-, e mit verschiedenen Indices versehen, 
um verschiedene Punkte des ]\\. zu bez-eichnen, und auch die 
Buchstaben r, w mit verschiedenen Indices, um verschiedene 
iuuffach ausgedehnte Ebenen dos 7i^,. auszudrücken. 

Die Invarianten und Kovariauten, dio wir ])ildcn, bestehen 
sämmtlich aus Produkten, deren Faktoren die Form {c(u) oder 
(/j • • • f^) haben, unter • • • /- Punkte oder Symbole «, ß, y 
verstanden. Bei der Bildung solcher Produkte ist zu beachten, 
dass der Ausdruck • • • Z?) das Zeichen wechselt, wenn man in 
ihm irgend zwei der mit einander vertauscht. Daraus ergeben 
sich folgende Regeln: 

Ein Faktor ('i - - - verschwindet identisch, wenn in ihm 
zwei Reihen yon Symbolen und c^, j^, TollstSndig 

enthalten sind. Also der Ausdruck (ttiAj^iOsft/sjB) ist identisch 
null, auch wenn man in ihm den Punkt x durch einen symbo- 
bolischen Faktor erster Stufe o,, j?, oder y^ ersetzt Zweitens 
verschwindet das Produkt: 

identisch, wenn sich zwei Reihen a^, jS^, yj und a^, von 
Symbolen derart auf die Klammem vertheilen, dass die eine 
Klammer aus jeder Reihe blos ein Symbol, die andre aber aus 
jeder Eeihe zwei enthält Endlich verschwindet ein Produkt: 

identisch, wenn jede der drei Klammern aus jeder der beiden 
Eeihen «i, ßj, y^ und k^, yg ein Symbol enthält. In jedem 
dieser drei Fälle wechselt nämlich der betreifende Ausdruck 
das Zeichen, wenn man l- mit 2 vertauscht, während er doch 
bei dieser Yertauschung seinen Werth nicht ändern darf. 

Zur Ableitung der linearen Relationen, die zwischen den 
gebildeten Invarianten und Eovarianten bestehen, dient die fol- 
gende bekannte Identität: 

1...7 

k 

die eine Relation zwischen den siebenreihigen Determinanten einer 
Katriz mit sieben Reihen und vienehn Spalten darstellt. Einen 

18* 
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Beweis dieser Identität findet man sum Beispiel in den Determi- 
nanten** Yon Pascal, dentsche Ausgabe von Lbttzuaiin, 

S. 121 f. (Leipzig igoo, bei Teubner). Wir benutzen diese 

Identität häutig in der Form: 

1 _ ■ 7 

(40') (su) . • . /,) = ^ ij^u) (/i . . . •••<,), 

die immer anwendbar ist, wenn sechs iron den Ausdracken 
^ * • • «7 Punkte sind. 

S 9- 

Dass zn der Form (38) oder was auf dasselbe liinaus* 
kommt, SU ihrer Eovariante (37) eine gewisse Mannigfaltigkeit 
zweiter Ordnung gehört, wissen wir schon. Unsre symbolische 
Darstellung erlaubt uns aber^ die Gleichung dieser Mannigfaltig- 
keit sowohl in Punkt-Koordinaten als in Ebenon-Koordiiiaten so- 
fort hinzuschreiben. 

In der That, eine zu (37) ko Variante Mannigfaltigkeit zweiter 
Ordnung ist: 

(41) («ifen«s/^s«»*) (y8Äys«4P4y4«) 

und aus den Torhin angegebenen Regeln folgt zugleich, dass alle 
andern kovarianten Mannigfaltigkeiten zweiter Ordnung, die man 

durch Bildung symbolischer Klaramerprodukte erhalten k;nm und 
deren Grad in den Koefficienten p^^j nicht grösser ist als vier, 
entweder identisch verschwinden, wie zum Beispiel: 

(«iAyi«s«s«4«) (ftysAy8fcy4«)» 

oder niit der hingeschriebenen übereinstimmen. Diese ist übrigens 
eben die Mannigfaltigkeit, die mii* Study seinerzeit angab. 
Ebenso ist: 

(42) (t^u) (ofu) (?triP%yt*^hY%) 

eine kovariante Mannigfaltigkeit zweiter Klasse und zwar die 

einzige, deren Grad in den pikj nicht grösser ist als drei, denn 
der Ausdruck: 

Terschwindet identisch, nicht blos deshalb, weil der Paktor 
(Yi^ißiYi^sßiyä) verschwindet, sondern auch nodi aus einem 
zweiten Grunde: es ist nSmlieh nach dem früher (besagten: 
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was besonders erwähnt m werden verdient. 

Die Hannigfaltigkeit zweiter Klasse (42) ist keine andere 
als die früher geftindene (33), Ausdruck (42) erhslt 

unsjmbolisch geschrieben die Form: 

wo für Ji' ' 'jj in bekannter Weise alle Pennutatioiien der Zahlen 
1 ... 7 zu setzen sind, und das ergiebt wieder die damals be- 
rechneten Koefficienten. Schwieriger ist es dagegen nachzuweisen, 
dass {41) nichts andres ist als die Mannigfaltigkeit zweiter Klasse 

(42) dargestellt in Punktkoordinaten. 

Um das einzusehen, muss man die beiden dualistischen 
Transformationen, die durch die zu (41) und (42) gehörigen Po- 
lai'systeme: 

(4 0 («1 }\ ß.^ «3 x) (yg ß.^ '/3 ß^ ./ ' ) = L 

(42') (obI*) (oe«) (ftysftys^fty?) ^ 

(Inrgestellt werden, naclicinander ausführen und zeigen, dass dabei 
die identische Transformation lierauskonunt. Nun liefert die an- 
gedeutete Operation die kovaiiante Kollineatiou: 

, 1...7 

(43) ^ ^< ^K- ^ 

und es ist also nachzuweisen, dass (^43) bis omS einen konstanten 
Faktor die Form (xu) besitzt. 

Dieser Nachweis erfordert allerdings eine längere Rechnung, 
denn solcher Kovarianten wie (43), die in den pi^^j von siebenter 
Ordnung ist, giebt es im Ganzen 33, abgesehen von denen, wo 
sich der Faktor (wu) abspaltet. Ich habe mich aber überzeugt, 
dass sich alle diese 33 Kovarianten nur um Zahlfaktoren von 
einander unterscheiden und dass insbesondere (43) die Form: 

(44) \ (i^)i^ißiyt^^ß9)i7^4ß4y*«!ßi^)(y^^ y 

besitzt, wenn die Invariante siebenten Grrades, die hier als Faktor 
auftritt, mit k bezeichnet wird. 
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Icli will die Mittheilimg der Beehnung, die sich sicher nocb 

vereinfachen Iftsst, auf eine andre Gelegeolieit versparen, und 
nur noch Folgendes bemerken: Schreibt man für ^4ij und (4^j 

zur Abkürzung; J^^nc^i^k ^^tk^i^ky 

I... 7 
i 

Beseichnet man daher die Deteminante dar a^^ mit Ä und ihre 
sechareihigen Unterdeterminanten mit A-j^ und madit man es ent- 
sprechend bei den so kommt: 

X X 
Ä, h{f = ^^iji B. = jBff 

und insbesondere: 

Hätte nun A mit allen h,j oder mit allen a,, einen F'aktor sj»- 
mein, so wäre der nothweudig eine Invariante von (3/), da mau 
aber augenscheinlieh keine Invariante bilden kann^ die von niedri- 
gerem Grade in den pnj ist als ).. <n kann man s<hlie>;v;#in, dass 
A und B beide durch X th eil bar sind. Aber A und B sind 
selber Invarianten, also auch die Quotienten A : l tmd B : 1, dem- 
nach kann der grösste gemeinschaftliche Theiler yon X mit All 
und Yon A mit Bil nur X selber sein, und durch Fortsetzung 
dieses Schlussyerfahrens findet man: 

wo a ein bioser Zablenfaktor i>t, dessen Bestimmung ich mir für 
später vorbehalte, folglich wird: 

Aij = a ^^j hij, Bij - -^^^j «o. 

Hierin liegt, dass unsre beiden MannigfiAltigkeiten (41) und (42] 
nicht ausgeartet sind, sobald die Invariante X einen von Null 
verschiedenen Werth hat, dass sie aber, sobald X versehvnndet, 
beide zugleich ausarten. 

§ 10. 

Unter der i,^rossen Zahl der kovarianten Bildungen, die zu 
unsrer Form [a ii )\i^v)i^yw) gehören, will ich hier nur einige 
wenige betrachten. 
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Besonders einfach ist eine, die iwei Beihen Fnnktkoordinaten 
und blos eine Reihe von Ebenenkoordinaten enthält, nftmUch: 

(45) («i«) (ßin^ißiY2^!f), 

sie stellt, wenn man die w willkfirlich Iftsst, ein Btodel von 
cx>^ linearen Komplexen dar, die genau oo^ Oerade gemein haben, 
und zwar sind das eben die oo'^ Geraden, ans denen der früher 
besprochene Komplex auf der (41) besteh! Drfickt man in 

der Form (ceti) (ßr) (yw) die u und v durch Punktkoordinaten x 

und if aus vermöge der durch (41') definii-ten dualistischen Traiis- 
fonnation, so erhält man genau die Form (45), nur noch mul- 
tiplicirt mit der luvaxiauten X und mit einem gewissen Zahlen- 
faktor. 

Drückt man r, w alle di-ei vermöge (41') durch Punkt- 
koordinaten X., z aus, so erhält man aus (ciu){ß v)(yiv) eine 
Form mit drei Reihen Punktkoordinaten, deren Koefficienten 
allerdings zunächst vom 13. Grade in den ptkj werden, aber es 
spaltet sich wieder die Invanante A ah, so dass sich der Grad 
der neuen Form auf 6 erniedrigt In der That kann man sofort 
derartige Eovarianten sechsten Ghrades bilden, man erhiilt ihrer 
fünf, nftmUch: 

(ri«8Ayi«4A«6) iy^nhn'^ßtyB) 

^1 («1 ^1 «2 «3 (Yi ß'2 72 ßi «4 ßi «5 ^ l/ a ; 1 P^ö 75 «6 ß& /G ' 

T',' = • • • {yiß272^'iß.r/i^ö) ißayißbYi^^ßeYa) 

■•• (yiA«4/'4y4«6Ä)(y2ftysy6«6Ay«)» 

aber sie reduciren sich in Walu^heit auf eine einzige. 

Zunächst ist nämlich 7^=0, denn verlausclii mau 3 mit 6, 
4 mit 5 und endlich sowohl «j, ß^^ als «r^, |S.., cyklisch, so 
ändert 7? seinen Werth nicht, andrerseits aher kann das End- 
ergebniss dieser Operationen auch durch blose Vertauschung von 
mit y<, eiTeicht werden, wobei 72 nach dem Früheren das 
Zeichen wechselt. Wendet man ferner bei 7\ die Ideutität 
(40) auf den dritten Faktor an in Verbindung mit jS^, so konmit: 

und behandelt man bei Y'^ den dritten Faktor in Verbindung mit 
yj ebenso, so ergiebt sich; 
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Endliok eiiiftlt man bei S dnzeh Yexlmidung des zweiten Faktors 
mit ßi*, 

80 das8 also ist: 

ü = 0, Ä 22\, Ii--22V, 

Erwlhnt sei noch, dass man die Form 8 hia auf einen 

Zahlenfaktor erhalt, wenn man in (45) vemiöpe der dualistischen 

Trans ton luiti 011 (41') die ir durch Punktkoordiiiaten z ausdrückt. 

Zu diesen Kovarianten kommt endlich noch eine hinzu, dif 
aus (ciif)(ß r)(y tr) entsteht, wenn man nur eine Keibe El)enen- 
koordinaten durch Punkt koordinaten ausdrückt, und die so lautet: 

(46) (««) (ßv) (oiAyiCfffco^y) (rtfty8«4fty4«)- 

Es muss tipäteren Untersuch imgen vorbehalten hlciiien. 4lie Be- 
deutung dieser Kovarianten /weiten, fünften und seeiisten Cirad^s 
für die Theorie der Form {ixu)(ßv)(ju') nach allen Seiten hin 
klarzustellen. 

Um die Fruchtbarkeit der symbolischen Methode recht deut- 
lich zu zeigen, will ich nocli kurz den am Schluss meiner ersten 
Mittheilung ausgesprochenen Satz über die rationalen Raumkurren 
sechster Ordnung beweisen. 

Eine rationale Banmkunre sechster Ordnung im J?^ können 
wir symbolisch so darstellen: 

(47) (AO«(p«) = U- 

Hier ist = ^jM^ + + '^7 und • • • die Koordinaten 
einer des i?^, femer ist t eine binäre Verftnderliche und 
(kt) = k^i^ — A*|/|, endlich sind die Sjmbole k und ^ so be- 
schaffen, dass erst ein Ausdruck von der Form ^A|^'^j(i^6) 
eine reelle Bedeutung besitzt. Wir werden jedoch im Folgenden 
die Indices bei h und q benutzen, um yerschiedene Reihen von 
Symbolen zu bezeichnen. 

Ss ist sehr leicht zu der Kurve (47) eine kovanante Form 
(a«) i) (y <r) anzugeben, naralich diese: 

(48) {k^ktf ") («» («. «•) 

oder in Punktkoordinaten: 

(48') (*,*,)» ik,kj' 
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es sind das augensdieinliclL die einzigen Fonnen dieser Art, die 
in den Koeffidenten der Kurve (47) vom dritten Grade sind. 

Femer giebt es eine und nnr eine koyariante Mannigfaltig* 
keit zweiter Klasse, die in den Koefficienten der Kurve (47) vom 
zweiten Grade ist, nftmlich: 

(49) (k^h^y (q^u) i^iu), 

dagegen kann man anscheinend eine grosse Anzahl von kova- 

rianten Mannigfaltigkeiten zweiter Ordnnng bilden, die in den 

Koefficienten der Kurve vom 12. Grade sind, nämlich alle von 
der Form: 

(50) F(ki . . . Ä«, Äjj . . • k\) (^1 • . . ^goj) • • • 

wo F in jedem der 12 Symbole /.• und l' homogen vom sechsten 
(irade sein muss. Vertauscht man jedoch hier Q; mit o; und 
also gleichzeitig Jc- mit 7."/, so muss, da (Oj • • • ^g./j das Zeichen 
wechselt, auch F dies thuii, werm der Ausdruck nicht verschwin- 
den soll, folglich lässt sichi aus i«' der Faktor 

(51) ' K^^'n\k,,k,) 

abspalten und ebenso der Faktor K\* Uebrig bleibt ein Faktor, 
der in jedem der Symbole k^^'k^, k\*** k\ linear und homogen 
ist und also ans einer Summe von Ausdrucken von der Form: 

besteht. Dieser Faktor darf sich nicht andem, wenn man k^ 
mit kj oder mit iS</ vertauscht. Nun aber ist: 

i^ka) (kjk^) - {kik'ß) (kjka) + (kfy) (A;«ä;», 

wo das Glied mit (kikj) zu (50) einen verschwindenden Beitrag 

liefei-t, also kann (50) stets die Form erhalten: 

1 . . . 6 

(49') it, K,n (ijt'i) •••?,«) («1 •• • M- 

i 

Führt man die dualistischen Transformationen, die durch 
(49) und (49') definirt sind, nacheinander aus, so erhalt man: 
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Da sich dieser Ausdruck nicht ändert, wenn man q'^ mit einem 
der Symbole Qi' ' ' und A'^ mit dem entsprechenden der Sym- 
bole k^"*k^ yertott8(^t, so erhält er die Form: 

und das wiederum ist nach i^4ü'j abgesehen von einem Zahlenfaktor 
-Äi .£"7 ((»1 . • . Q^) {q\ ' • • q\) {xu). 

Nun yerschwindet die Invariante Xj (^1 " * (h) nicht, da wir na>tflr- 
lich TorauBsetzen, dass die Kurve (47) in keinem Baume von 
weniger als 6 Dimensionen liegt, also ist klar, dass (49) und 
(49') dieselbe, nicht ausgeartete Mannigtaltigkeit zweite Ordnung 
darstellen. 

Setzen wir jetzt: 

(hk,y (k,k,y (k,k,y^ jr,„, (k^k,) {k,k,) ik,k,)^K^i 

so erscheint die Form (48) in der uns schon bekannten Gestalt: 
{(<u)(ßi-){yi('\ und zwar haben die Symbole a, ß, y genau die in 
§ 8 besprochenen Eigenschaften, denn zum Beispiel die Ver- 
tauschung von tt mit ß ist gleichbedeutend damit, dass man ^ 
mit' ^ vertauscht, ohne k^ mit Är, zu vertauschen, und hat daher 
augenscheinlich einen Zeichenwechsel zur Folge. Demnach können 
wir die zu (48) gehörigen Eovarianten unmittelbar nach der 
früheren Methode bilden, wenn wir fftr eine zweite Beihe cc^^ß^^y^, 
von Symbolen a, ß, y setzen: 

t 1 

und so weiter. 

Auf diese Weise erscheint die nach § 9 zu (48) gehörige 
Mannigfinltigkeit zweiter- Klasse in der Gestalt: 

(5«) Äii» Ä46e ir„, (i^u) (jf^u) (^^^ • • • 

Hier spaltet sich vom der Faktor 
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ab und es bleibt ein Faktor übrig, der nur von kj^ und ab- 
hängt und bei Vertauscbung yon i mit 4 umge&ndert bleibt, der 
also nothwendig bis auf einen ZaMenfaktor mit {k^h^^ Uberein- 
stimmt. Demnach wird (52) nach Weglassung der nicht ver- 
schwindenden Invariante (^1 * ' * ^7) mit (49) identisch. 

Ebenso bekommt die nach § 9 zu (48) gehörige Mannig- 
faltigkeit zweiter Ordnung die Gestalt: 

(52 ) -Kja« ^Aii' ^6»'»' -^466 (pi • ' * (e'i • * • ^6«) 

"WO gesetzt ist: 

Hier aber wird das l*rodukt vor der Klammer nach dem Frühereu 
bis auf einen Zaihlf&ktor gleich 

so da SS ( 52'j dieselbe Manniglaiti^^keit zweiten Grades darstellt, 

wie ( 49"). 

Damit ist bewiesen, dass die beiden /u (48) gehörigen 
Mannigfaltigkeiten zweiter Ordnung und zweiter Klasse miteinander 
und mit den zur Kurve (47) gehörigen identisch sind. 

Endlich wollen wir noch zeigen, dass nnsre Kurve sechster 
Ordnung dem .Komplexe angehört, der durch die Fonn (48) auf 
der Mannigfaltigkeit zweiter Klasse (49) bestimmt ist. 

Die Schmiegungs-JEJg der Kurve (47) im Funkte t wird dar- 
gestellt durch: 

Setzen wir in (48), was wir zu diesem Zwecke so schreiben: 

(k^k^y (AgÄ-g)« (k,k,y {^Q,u) {^,r) {^^,iv) 

diese Schmiegungs-JEJ^ an Stelle von u ein, so kommt: 

hier lAsst sicl^ der Faktor ^ absondern und es bleibt vom ein 
Ausdruck übrig, der nur noch X^, k^ und t enthftlt und zwar 
jedes im sechsten Grade, der also nothwendig die Form hat: 
(k^k^y (k^ty {k^ty. Lassen wir daher die nicht vmshwindende 



Digitized by Google 



238 



Fbbdbioh £ireBi»: 



Invarianto: K~ (p, •••p,) weg, so bleibt ein Ausdruck übrig, der 
geschrieben werden kann: 

(53) (».«i)» (*.<)• ÄO* (e.*) 

Wir werden zei^^'n, dass dioser Ausdruck bei giinz brliobiger 
Wahl dei" Kr^ic von allen Er^v zum Verschwinden gebracht wird, 
die durch <lie Schmiegungs-7'vj des Punktes t unsrer Kurve (47) 
gehen. In der That, diese Schmiegungs-JE^ wird dargestellt durch 

3. -ß 

Yl (^/' '^•') (^3 0' ih 0' {h 0' {h n i9s-'Qs'in Öi 

was so zu verstehen ist. dass wenn ^. beliebige Punkte des 
lif.^ sind und der hiiigeschriehene Ausdruck gleich (^r) gesetzt 
wird, r alle durch die Bchmiegungs-Aj gehenden darstellt. 
Setzen wi)- mm aber den eben dehnirten Ausdruck v in (53) ein, 
so ergiebt sich: 

3. ■ G 1 ■ 6 

Vom sondert sich der FaJctor: 

•j. .. f) 

«Kl- 

ab und es bleibt ein Ausdruck übrig, der • • • A'g jedes im ersten 
Grade, im sechsten Grade, ^ im 18. Grade en^ibält, der also 
nothwendig verschwinden muss. 

Hiermit ist hewiesen, dass die Form (48) bei beliebigem w 
identisch verschwindet, wenn man flbr u eine Schmiegungs-^^ der 
Kurve (47) setzt und für v eine beliebige der 00' £5, die durch 
die zugehörige Schmiegungs-^^ der Kurve gehen. 

Nun haben wir in § 6 gesehen, was alles sich übrigens 
auch leidit durch symbolische Bedinungen beweisen iSsst, dass 
die Form (48) bei beliebigem w dann und nur dann verschwin- 
det, weim entweder die n und v zusammenfallen, was im 
gegenwärtigen Falle iil« ht /utrift't, oder wenn '/ und beide der 
zu (48) gehörigen ^lauiiigfaltigkeit zweiter Klasse angehören. 
Im zweiten Falle, mit dem wir es hier uil'enbar zu thun haben, 
ist durch Nullset/eu von (48) bei beliebigem w jeder Er, die 
der Mannigfaltigkeit zweiter Klasse angehört, eine Schaar von 
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OG^ eben soldien E^v zugeordnet, die durch eine gewisse auf u 
liegende hindurcligelien. 

Wir floUiessen Mefraus, dass erstens alle Schmiegungs-fg der 
Kurve (47) der Mannigfaltigkeit zweiter Klasse (49) angehören 
und dass durch jede Schnuegungs- A'3 der Kurve genau C50* 
gehen, die ebentalls dieser Mannigfaltigkeit angehören und die 
keine andern sind als die JK- die der ziigehfirigen Schmiegungs- 
JiJ'g ?/ zugeordnet sind, wenn man die Form (^48) bei beliebigem 
w gleich Xu 11 setzt. 

Durch dualistische Uebertragung ergiebt sich endlich, dass 
alle Schmiegungs - £'2 der Kurve (47) in der Mannigfaltigkeit 
zweiter Ordnung (49') enthalten sind und daes der auf dieser 
Mannigfaltigkeit liegende Komplex (vgl. S. 2 24 f.) jedem Punkte 
der Kurve (47) gerade die zugehörige Schmiegnngsebene zuordnet. 



DvaokferUg erkUrt 18. 1. IIWI.] 
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Hanns Brano Geiniti. 

Von Hbrmaitn Crbdnkr^ o. M. 

Am 1 Januar d. J. entschlief zu Dresden Hanns Bkuxo 
Geimtz im 8h. .jähre seines fruchtbringenden Lelieus. In ihm, 
dem Nestor der deutschen Geulogen, schied der letzte aus der 
Gruppe jener hervorragenden Forseher dahin, deren Tieistungen 
und deren Einfluss der Geologie eines grossen Theiles des Yorigeu 
Jahrhunderts den Stempel aufdrückten. 

H. B. GEimTZ wurde geboren am i6. October 1814 zu 
Altenburg, widmete sich dortselbst yom Jahre 1830 an dem 
pharmaceutischen Fache, bezog 1834 die Universität Berlin, 
später diejenige zu Jena, auf denen er sich namentlich dem Stu* 
dium der Chemie, Botanik, Mineralogie und Geognosie hingab und 
promovirte im Jahre 1837 mit einer Arbeit über das Tliüringer 
Muschelkalkgehirge. 

Bereits das folgende Jahr fand ihn als Hiilfslehrer an der 
„Teehnischen Bildungsanstalt" zu Dresden, die später zum Poly-' 
technikum und sehliesslieh zur Techiiisrlien ifoehsehule heranwuehs. 
In allen diesen ihren Entwieklungsstadieu blieb Gkinitz dieser 
Anstalt als Lehrer, seit 1850 als Professor bis zum Jahre 1894 
erhalten. 

Während dieses langen, nicht weniger als 56 Jahre umfassen- 
den Zeitraumes entfaltete Geinitz eine ausserordentlich erspriess- 
liohe Lehrthfttigkeit und erfüllte viele seiner nach Tausenden 
zählenden Zuhörer mit so lebendigem Interesse fOr die von ihm 
vorgetragene Wissenschaft, dass sich dasselbe auch noch in ihrem 
späteren praktischen Berufe wach erhielt und das erfreuliche 
Yerständniss erklärt, welches die Mehrzahl der technischen Be- 
amten Sachsens geologischen Fragen entgegenbringt. 

Gbinitz's wissenschaftliehe Thätigkeit wurzelte in sächsischem 
Boden und war von Anfang an darauf gerichtet, die am geolo- 
gischen Aufbau Sathseus betheiügten Formationen nach ihrem 

Matb.-pbys. Classe lüOO. 19 
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palaeontolopri sehen Inhalte zu durchtbrschen und diesen systema- 
tisch zu beschreiben und abzubilden. Die bei Weitem meisten 
seiner aii88ergo\v()hnli< h zahlreichen Publikationen gehören deshalb 
dieseim rftumlich und sachlich eng umgrenzten Gebiete an. Von 
ihnen haben jedoch xiicht wenige zugleich als Basis und Ver- 
gleichsmittel fttr fthnliche Untersuchungen in anderen Ländern 
und als Ausgangspunkt für fortgesetzte heimathUche Arbeiten eine 
weittragende Bedeutung erhaltoL Vor Allem gilt dies von fol- 
genden reich mit Illustrationen ausgestatteten Schriften: 

-Charakteristik der Schichten und Fetrelakten des Säch- 

sisch-böhmischen Kreidegebirges, 1839/405 
Die Versteinerungen des deutschen Zechsteingebirges, 

1848; 

Die Versteinerungen der ürauwackenformation in Sach- 
sen, 1852/53; 

Darstellung der Flora des Hainichen-Ebersdorfer und 
des Flöha'er Eohlenbassins, 1854; 

Die Versteinerungen der Steinkohlenformation in Sach- 
sen, 1855; 

Geognostisohe Darstellung der Steinkohlenformation in 
Sachsen, 1856; 

Die Leitpflanzen des RothUegenden und des Zechstein- 
gebirges in Sachsen, 1858; 

Das Klbthalgebirge in Sachsen, 1871 — 75. 

Durch seine langjährige Beschäftigung mit dem Bothliegenden 
Sachsens imd dem Zeehstein der deutschen Lande wurde Gi«einitz 
zur Bearbeitung eines weit übw die heimathlidien Grenzen hinaus- 
greifenden Werkes: Die Djras (1861 u. 62) geführt, welches 
noch für lange Zeit das Fundament für alle auf diese Formation 
gerichteten Studien bleiben wird. Ebenso gross angelegt ist das 
von Geinitz unter Heranziehung zahlreicher Mitarbeiter publicirte 
Werk: Die Steinkohlen Deutschlands (18051. 

Eine Haupterrungensrhati der wissenschaftlichen Thätigkeit, 
des ordnenden Geistes, der äugest rengtesteu Arbeitsamkeit des 
verstorbenen Geinitz ist in dem minera logiscli -geologischen 
Museum zu Dresden verkörpert, das er schuf, in das er reiche 
Schätze aus allen Ländern zu leiten wusste und das er zu einer 
vielbewunderten Illustration der gesammten Format ionslehre bis 
hinauf zur Periode des vorhistorischen Menschen gestaltete. 
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Erinnert man sicli, dass Geimtz neben seinen Pliiehten als 
akademisclipr Lehrfr und als Direktor des eben t^euannten Museums, 
neben seiner unermüdlichen literarischen Thätigkeit ausserdem 
noch vom Jahre 1863 — 79 in Gemeinschaft mit G. Lfxjnhard die 
Kedaction des Neuen Jahrbuches für Mineralogie, Geologie und 
l*alaeontol()gie führte und in dieser Eigenschaft mehrere Tausend 
Referate über einschlägige Publikationen lieferte, dass er sich 
ferner als langjähriger Vorstand der naturwissenschaftlichen Ge- 
sellschaft Isis zu Dresden auf das fördemdste an deren Arbeiten 
betiiieiligte, — dass endlich sein gutachtlicher Bath in Fragen 
der angewandten Geologie gar yielfiach in Anspruch genommen 
wurde, — so erfüllt uns seine unerschöpfliche Arbeitskraft im 
Dienste der Wissenschaft mit Bewunderung. 

Petrographische, dynamische und tektonische Geologit lagen 
ebenso wenig wie die archäischen und die in Sachsen nicht ver- 
tretenen EoriTuitiorien in dem von (ikinitz mit Erfolg cultivirten 
Gebiete, Dahingegen werden die Verdienste v(m H. B. Geinitz 
um die geologische und pnlaentnlogische Ert'orscliung des Carbon, 
der Dyas und der Kreideformation, ebenso wie diejenigen um die 
Schöpfung jenes mustergültigen mineralogisch-geologischen und 
prähistorischen Museums zu Dresden unvergänglich sein. 

Der kgl. sächsischen Gesellschaft der Wissenschaften gehörte 
Geinitz seit dem Jahre 1887 als Mitglied an, war aber durch 
die sonstige Inanspruchnahme der Kräfte seines hohen Alters 
verhindert, unserer Gesellschaft ein thatkräffciges Interesse ent- 
gegen zu bringen. Aber selbst wenn die kgL Gtesellsdiaft der 
Wissenschaften auf die directe Mitarbeiterschaft des jüngst Da- 
hingeschiedenen yersichten musste, so wird es ihr doch zur Ehre 
gereichen, einen Mann zu ihren Mitgliedern gezählt zu haben, der 
so Hervorragendes namentlich auch für die geologische Erforschung 
ilu'es sächsischen lleiuiatlislandeö geleistet hut. 



Dntokfertig erkUrt 14. XU. 1900.J 
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Professor Karl Bücher in Leipzig. 

Berthold Delbrück in Jena. 

August Fischer in Leipzig. 

Oberl)ibliotliekar Professor Oscar v. Gebhardt in Leipzig. 
Geheimer Hofrath Heinrich Geizer in Jena. 

— Gfiorrf Olli: in Jena. 

Geheimer Kirchenrath Albert Hauck in Leipzig. 
Geheimer Hofrath Max Heinze in Leipzig. 
Professor Rudolf Hirzel in Jena. 

Oberschulrath Friedrich Otto Htdtsch in Dresden-Striesen. 
Geheimer Hofrath Christoph Ludolf ührmfried Krehl in Leipzig. 
Professor (kafl LampretiU in Leipzig. 
Geheimer Hofrath August Leshim in Leipzig. 
Professor JEru^ Mordes in Leipzig. 

Frieäridt Marx in Leipzig. 

Bidmrd Meister in Leipzig. 

Eugen Mogk in Leipzig. 

Obersebiüzath Hermaim Feter in Meissen. 

1900. a 
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Geheimer Hofrath Friedridi Batgd in Leipzig. 
Professor WUhelin Bosf^ in Wnraen. 

Sophus Rüge in Dresden. 

August Schmarsow in Leipzig. 

Hofrath Theodor Schreiher in Leipzig. 
Professor Gerhard Seeligt r in Leipzig, 

Eduard Georg Sieveri< in Leipzig. 
Gelicimfr Hofrath Rudolph Sohm in Leipzig. 
Professor Georg Sfrhidorff in Leipzig. 

■ Franz StudnUzka in Leipzig. 

Geheimer Hofrath Gmrg Treu in Dresden. 

Professor Moritz Voigt in Leipzig. 

Geheimer Hofrath Curt Waehsnndh in Leipzig 

Ridiard Paul WiHkt-r in Leipsdg. 

Professor Hemridi Zimmern in Leipzig. 



Frühere ordentliche eiiilui mische, gegen wUrtijj; auswärtige 
Mitglieder der philologisch-liistorischen Classe. 

Geheimer Hofrath Lujo Brentano in München. 
Professor Friedrich DeUtzseh in Berlin. 

Frieäiru^ Klmge in Freiburg i. B. 

Theodor Mommsm in Berlin. 

Geheimer Begiemngsrath Eberhard Sdirader in Berlin. 



Ordfintiiche eiiüieimisclie Mitglieder der matheniatiscli- 

physiachen Classe. 

Geheimer iluirath Johannes Wislicemis in Leipzig, Secretär der 
mathenL-phys. Classe bis Ende des Jahres 1901. 

Professor Adolph Matter in Leipzig, stellvertretender Secretär der 
mathem.-phys. Classe bis Ende des Jahres 1901. 

Professor Ernst Bcckmaim in Leipzig. 

Hofrath Wilhelm Riedermann in Jena. 

Geheimer Medicinalrath Budoif Böhm in Leipug. 

Professor Ludwig BoUmam in Leipzig. 

Geheimer Hofirath Sekuridi Bruns in Leipzig. 

Professor Vidor Carus in Leipzig. 

Karl Chun in Leipzig. 

Geheimer Betgratii Sermann Credner in Leipzig. 
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Professor Friedrich lAigrl in Leipzig. 

Geheimer Medicinalrath Paul Flechsig in Leipzig. 

Ewald Hering in Leipzig. 

Geheimer Rath Wilhelm Eis in Leipmg. 
Professor Otto Hölder in Leipzig. 

lAndwig Emrr in Jena. 

Geheimer Hofrafh MarUn Krau8e in Dresden. 
Geheimer Medicinalrath Fdi» Mardumd in Leipzig. 
Geheimer Hofiraih Erwt von Meyer in Dresden. 

WtOielm üftOSsr in Jena. 

Carl Nemmm in Leipzig. 

Wükdm Ostwald in Leipzig. 

Wilhelm Pfeffer in Leipzig. 

Professor Karl Hohn in Dresden. 

C4eheinipr Hofrath Wilhelm Scheibner in Leipzig. 

(Jebeimt r Rath Oscar Süilmnilch in Dresden. 

l'rüfessor Ernst Stahl in Jena. 

Geheimer Hofrath Johannes Thomae in Jena. 

August Töpler in Dresden. 

Professor Otto Wiener' in Leipzig. 
Geheimer Rath Clemens Winkler in Freiberg. 
Geheimer Ko&atii Wilhelm Wmdt in Leipzig. 
Gehdmer Batli Chietav Anten Zeuner in Dresden. 
Ferdmand ZMcd in Leipzig. 



Ausber ordentliche Mitglieder der mathematisch-physischen 

Classe. 

Professor Alfred Fischer in Leipzig. 
Otto Fiedur in Leipzig. 



Frühere ordentliche einheimische, gegenwärtig auswirtige 
Mitglieder der mathematisch-physiBchen Classe. 

Gelieimer Rath Carl Gegenbaur in Heidelberg. 
Cioheimer Regieriingsrath Edix Klein in Göttiugen. 
Ferdinand Freüierr von Mkhthofen in Berlin. 



Arehiyar: 
JSmsi Söbert AhendroA in Leipzig. 

a* 
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Yerstorbene Mitglieder. 

Ehrenmitglieder. 

Falkenstein, Johann Paul von, 1882. 

Gerher ^ Carl Friedrich von, 1^91. 

Wi€t€rsMm, Karl Au^fust Wilhelm Eduard wm, 1865. 

.Fhilologisoli-historiBche Olasse. 

Mlfre(^t, Eduard, 1876. EMir, BekihM, 1892. 
Änmon, Ckristo^ Friedirid^ vm^ Lange, Ludwig, 1885. 

1850. Marquairdl, Carl Joadum, i^^2, 

Becker, Wilhelm Adolfe 1846. Maurenbredter, Wühelm, 1892. 

Brockhaus, Hrrniiuoi. 1877. Miaskoicski . Atiffust loh, i Sqq. 

Biüsian, Conrad, 1883. Michclscn, Andreas JLtidwig 

Curtius, Gcorff, 1885. Javoh, 1881. 

Droysen, Johann Gustav^ 1884. Nipperdey, Carl, 1875. 

Ebers, Georg. i8q8. Noordcn. Carl roth 1883. 

Ebei't, Adolf, 1890. Overbeck, Johannes Adolf, 1895. 

Fleckeisen, Alfred. i8gg. Perfsch. Wilhelm, 1899. 

JF?e«cÄer, Hemr. i>e&craA<, 1888. Peschel, Oscar Ferdinand, 1875. 

6ifttötot7, 1870. Ludmi(j, 1861. 

JVoiO^ JFWeilrkiA, 1871. Otto, 1898. 

CMbiAmlM, Harn Conan wm der, EUsdU, Eriedrith Wühdm, 1876. 

1874. Bokde, Erwin, 1898. 

Qabdeni0, Sans Georg Conon Boseiter, Wühdm, 1894. 

von der, 1893. Sauppe, Hermann, 1893. 

Gosdorf, Emst ChHhelf, 1874. SScftJd«^, August, 1868. 

GötÜing, Carl, 1869. Seidler, August, 1851. 

Gutsc/imul, J i er tnann Alfred von, iSeyffartJi, Gustav, 1885. 

1887. Äociw, AWrrf, 1899. 

Hänel, Gustav, 1878. Sprvngir, Anton, 1891. 

Hand, Ferdinand, 1851. iSterÄ*. CarZ Bernhard, 1879. 

Hartenstein, Gustav, 1890. Stobbe, Johann Ernst Otto, 1887. 
Hasse, Friedrich Christian Au', Tuch, Friedrich, 1867, 

^s^, 1848. t.^'er/, Friedrich August, 1851. 

JSIcwp^, Moritz, 1874. Foi^, 1891. 

Hertnann, Gottfried, 1848. TFad^MmilSft, TTtfil^, 1866. 

/oco&s, Fnetiric^, 1847. Wä^^ter, Carl Georg pon, 1880. 

«To^^ 1869. TTes^ermonn, .iii^ofi^ 1869. 



JoiMtscfte^ HtifteHl, 1893. ifameib^ JWedSrtcft, 1891. 
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Mathematisch-physische Classe. 

^ArreBi, Hehrkh, 1875. Lie, Sophus, 1899. 

BaÜger, Bemridt Bidutrd, 1887. JLMenau, Bernhard August von, 

Basold, jAidwig Albert WUMIm 1854. 

von, 1868, Ludwig, Carl, 1895. 

Braune, Christian Wilhelm, Marchand, Bichard Felix, 1850. 

1892. Metienius, Georg, 1866. 

Bvulins, Carl, 1881. Möbius, Au gtist Ferdifuind, 1S68. 

Carus, Carl Gustav, 1869. Naumann, Carl Friedrich, 1873. 

Cohnheim. Jtdim, 1884. Pöppig, Eduard, 1868. 

Böbereiner,. Johann Wolfyang, Beidi, Feidinufid, 1882. 

1849. Scheerer, Theodor. 1875. 

Drobisdi, Moritz Wilhelm, 1896. Sehenl-, August, i8qi. 
Erdmann, Otto Linne, 1869. Schleiden, Matthias Jacob, 1881. 
Feehner, Gustav Theodor, 1887. SdmiU, Budolf WUhdm, 1898. 
Funke, Otto, 1879. iSSc^wd^vte^, C%m^ Fried- 

GemUg, Hans Bruno, 1900. ridi, 1853. 

JBofijfc«!, WfZMm 1899. 8et^, Ludwig Friedridi WU- 

Hansen, Päer Andreas, 1874. hdm August, 1849. 
HaimadR, Axd, 1888. jS^em, Samud Friedrid^ NoJSmt 

Hofmeister, WWt^, 1877. nad von, 1885. 

J9W9(^«, Emtl, 1858. ^ftffKmfe, JPnedricÄ, 1897. 

Knop, Johann August Ludwig Volkmann, Alfred Wilhelm, i8yy. 

Wilh elm , 1891. Weber, Eduard Friedrich, 1 8 7 1 . 

Kolbe, Hermann, 1884. Weber, Ernst Heinrich, 1878. 

Krüger, Adalbert, 1896. K^^'be»-, WiVAdm, 1891. 

Kunze, Gustav, 1851. TV'e«ffw?flfw??, Gustav, 1899. 

LeJimavn. Carl Gotthi'lf. 1863. Zöllner, Johann Carl Friedlich, 
Leuckart, Mudolph, 1898. 1882. 

Leipsig, am 31. Deeember 1900. 
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der bei der Königl. Sachsischeo Gesellschaft der Wissen- 
schaften im Jahre 1900 eingegangenen Schriften. 



1. Von gelehrten Gesellcdlialteiiy UniTeirsiiäteii und öffentlichen 
Behörden herausgegebene nnd periodische Schriften. 

Deutsel&land. 

Gcsehichte der Kgl. PreaBsischen Akademie der WiBsenschafben xu 
Berlin. Im Auftrage der Akademie bearbeitet von AiitUf Mamack. 

Bd. I - ^ Berl i n iqoo 

Die Zweihvindertjahrfeier der Kgl. l'reusBiBchen Akademie der Wiaaen- 

schaften am lo. u. 20. Mär/ iqoo. 

Sitzungsberichte der Künigl. Preusö. Akad. d. Wiaseusch. zu Berlin 
1899, No. 39—53. 1900, No. 1—38. Berlin d. J. 

Schräder, Sans, üeber den Marmorkopf eines Negers in den K^l. Museen. 
60. Programm zum WinckelmannBfeste der Arch&ologiBcheii 6e- 

seBflchaft. Berlin 1900. 

Berichte der deutschen chemiHclien Closollsoliaft /ii Berlin. Jahrg. 32, 
No. 18. 19. Jahrg. 33, No. 1 — 18. Bt-rlin 1899. 1900. 

Die Fortschi lUc der Physik im J. 1898. Dargestellt von der Fhybi- 
kaliselien Gesellschaft sn Berlin. Jahrg. 54. Abth. i — 3. Braon- 
schweig 1899. 1900. 

Verhandln ngon der deutschen physikalischen Gesellschaft. Jahxg. I, 

No. 15. .lahr«;. 2, No 1 — 16. Berlin 1899. 1900. 

Centralblatt für Pliysiologif . l nter Mitwirkung der Physiologischen 
Gesellschaft zu Berlin herausgegeben. Bd. 13 ^^Jahrg. 1899., 
No. 21—26, Bd. 14 (Jahrg. 1900), No. i— 18. Berlin d. J. 

Yerhandlnngen der Physiologischen Gesellschaft su Berlin Jahrg. 24. 

(1 899/1 900), No. I— 15. Berlin d. J. 

Abhandlungen der Kgl. Pr(>u^>. geolog. Landesanstalt N. F. H. 10. 52 

(mit Atlas). 33. Berlin 1900. 

Jahrbuch der Kgl. Preuss. geologisciien Landesanstalt und Bergakademie. 

Bd. 17 19 (1896—98). Berlin 1897- 99. 

Die Thätigkeit der Physikalisch-Technischen Reichsanstalt i. d. ^. vom 
I. Febr. 1899 bis i. Febr. 1900. S.>A. Berlin 1900. 
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Riedler, A., Rede zur Feier der Jahrhundertwende in der Halle der 
Kgl. Technischen Hochschule. — Derselbe, lieber die geschichtliche 
und Enkflnftige Bedeutung der Tedtnik. (Rede.) Berlin 1900. 

WiMenBcluiifüiclke AbbandluBgMi der FbyaikaUsch-techuischen Reichs- 
ansialt. Bd. 3. Berlin 1900. 

Allgemeine ElektricitätsgesellHchaft [zu Berlin]. Elektrischer ESitlBel- 
antrieb und seine Wirthschaftlicnkeit. Berlin 0. J. 

Jahrbücher des Vereins von Alterthnmsfireunden im Bheinlande. H. 105. 

Bonn 1900. 

8. Jahresbericht des Vereins für Naturwissenschaften zu Braunsch weig 
für die Vereinsjahre 1891/92 u. 1892/93. Braunschweig 1900. 

Siebenundsiebzigster Jahresbericht der Schlesischen Gesellschaft für 
Tftterlftodische Cnltar. Enthält den Generalbericht über die Arbeiten 
und Yerftudeningen der (JeseUachaft im J. 1900. Breslau 1900. 

Abhandlungen des Eönigl. Sächs. meteorologischen InstitntB [in 

Chemnitz]. H. 4. Leipzig 1899. 

Decaden- Monatsberichte des Königl. Sächs. meteorologischen Instituts. 

Jahrg. I. 2. 1898. 99. 

Jahrbuch des Königl. Sächs. meteorologischen Instituts. Jahrg. 15 (1897). 
m. Chemnits 1899. 

Schriften der naturforschenden Gesellschaft in Dan zig. N. F. Bd. 10. 
H. I. Danzig 1899. 

Zeitschrift des k. sächsischen statistischen Bureaus. Bedig.T..ilf<A. Creiaeiler, 
Jahrg. 46 (1900), No. i. 2. Dresden 1900. 

Jahresbericht der Gesellschaft für Natur- und Heilkunde in Dresden. 
Sitzungsperiode 1890/91. 1894/95. T898/99. Dresden 1891. 95. 99. 

Sitzungsberichte uud Abhandluneeu der naturwisseuschaftl. Gesellschaft 
Isis in Dresden. Jahrg. 1899, Jan. — Dec. 1900, Jan. — Jun. Dresden d.J. 

Yeraeiclmiss der Vorlesungen und üebungen an der Sgl. Sächs. 
Technischen Hochschule f. d. Sommersem. 1900 u. Wintersem. 1900/01. 
— Bericht über die Kgl. iSächs. Techn. Hochschule für 1899/1900. 

festschrift zum 60 jiUirijjen Stiftungsfest der PoUichia, eines natur- 
wissenschaftlichen Vereins der Bheinpfalz. Dürkheim a. d. H. 
1900. 

Beiträge zur Geschichte des Niedeiriieins. Jahrbuch des Düsseldorfer 
Geschichtsvereins. Bd. 14. — Jahresbericht für das Yeronsjahr 
1899. Düsseldorf 1900. 

Mitthei hingen des V^ereins für die Geschichte und Alterthumskunde 

von Erfurt. H. 21. Erfurt 1900. 

Sitzungsberichte der phjsikai. - medicinischen Societät in Erlangen. 
H. 31 (1899). Erlangen d. J. 

Jahresbericht des Physikalischen Vereins zu Frankfurt a. M. f. das 
Bedmungqahr 1898/919. Frankfbrt 1900. 

Helios. Abhandlungen u. monatliche Mittheilungen aus d. Gesammt- 
gebiete der Naturwissenschaften. Organ des Naturwissensch. Vereins 
des Keg.-Bezirks Frankfurt. Herausg. von H. Boedel. Jahrg. 17. 
Berlin 1900. 

Societaium litterae. Verseiohniss der in d. Publikationen der Akademien 
und Vereine aller Länder erscheinenden Einseiarbeiten fiuf d. Ge- 
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biete d. Naturwissenschaften. Im Auftrage des Naturwissenschaft!. 
Vereins für den Beg.-Bezirk Fraakftirt teausg. von Jf. JORttfte. 
JaJizg. 13 (1899), No. I — 12. 

Jahrbuch f. d. Berg- und Hüttenweien im Königreich Saefaeen auf 

d. Jahr 1900. Freiberg d. J. 

Programm der Egl. Sächfl.* Bergakademie sn Freiberg f. d. J. 1900/01. 

Freiberg 1000. 

Verzeichniss der Vorlesungen auf der Grossherzogl. Hessischen Ludwigs- 
Univers. zu Gi essen. Sommer 1900, Winter 1900/01 ; Personal- 
bestand W. 1 899/1900, 8. 1900. — 59 Dissertationen ans den Jahren 
1899 n. 1900. 

Crundermann , Gotthold, Die Zahl/eiclien (Progr.i. — Löhkin, Uerm., 
Leistungen und Aufgaben der ^eburtshülflichen Institute im Dienste 
der Humanität (FcHtredeX Glessen 1899. 

Nenes Lausitzisches Magazin. Im Auitrag d. Oberlausiiz. G eselisch, 
d. Wissenach. herausg. von B. Jedut. Bd. 7s, H. 2. 60 r Iiis 1899. 

Abhandlimgen der KOmgLGesellschaft der Wissenschaften zuGOttingen. 

N. F. Philologisch-historische Classc. Bd. 3. No. 3. Bd. 4. No. i — 3. 
Math.-phys. Classe. Bd. i. No. 4. (Jöttingen 1890. 1900. 

OaKSS, Carl Friedrich , Werk(\ Bd. 8. Hrsg. von der Königl. Gesell- 
schaft der Wissenschaften zu Göttingen. Leipzig 1900. 

Nachrichten von der Königl. tiesellschaft der Wissenschattfii /,u 
Göttingen. Math.-phys. Cl. 1899, No. 3. 1900, No. i. 2, PhiloL- 
bist. GL i899f No. 4 u. Beiheft. 1900, No. i. 2. GeschfifUiche Mit- 
theilnngen. 1900, H. i. GOttingen d. J. 

Jahresbericht der Fürsten- und Landesschule an Grimma über d. 
Schuljahr 1899/1900. — Das Kollegium der Fürsten- und Landes- 
schule zu Grimma von 1849 bis 1900. Zur Feier des 350-jährigen 
Bestebens der Anstalt. — Yon dem 3 50 -jährigen Jubelfeste der 
Kgl. Sachs. Forsten- nnd Landesschule zu Grimma am 23. u. 24 Sq»t. 
1900. Grimma 1000 

Leopoldina. Amtl. Org. d. Kais. Leopoldinisch-Carolinisch deutschen 
Akad. der Naturforscher. H. 35, No. 12. H. 36, No. i — 11. 
Halle 1899. 1900.. . . 

Zeitschrift ftbr Naturwissenschaften. Organ des natnrwiss. Yttreins 
fttr Sachsen und Thüringen. Bd. 72. H. 4^. Bd. 7^. H. i. 2. 

Halle 1900. 

Mittheilungen der Hamburger Sternwarte. No. 6. Hamburg 1900. 

Mittheilungen der mathematischen Gtosellschaft in Hamburg. Bd. 3. 

H. 9. Hamburg 1899. 

Neue Heidelberger Jahrbücher. Herausg. vom Histor.-philosophischen 
Vereine sn Heidelberg. Jahrg. 9, Heft i. 2. Jahrg. 10, Heft i. 
Heidelberg 1899. 1900. 

Verhandlungen des naturhistorisch-medidnischen Vereins zu Heidelbeig 

N. F. Bd. 6, H. 3. Heidelberg 1899. 

Programm der Grossherzogl. Badnischen Technischen Hochschule zu 
Karlsruhe für das Studieiyahr 190O/Ö1. — Technische Hochschule 
Karlsruhe. Bericht Ober die Feier der Einweihung der Neubautmi 
und der Aula 17.— 19. Mai 1899. — Bericht über die Feier de^ 
Jahrhundertwende und die Verleihung des Promotionsrechtes am 
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io. 'Jmi. 1900. — Brauer, Emst A., Befarachtmiffoi über die 
Maschine und den Ifoechmenbaii. Festrede. — 3 Dissertatioiieii 

a. d. J. 1899. 

Chronik d. Universität zu Kiel f. d. J. 1899/1900. — Verzeichni«?» der 
Vorlesungen. Winter 1 899/1 900, Sommer 1900. — Bruns, Ivo^ 
Franenemaneipation in Athen (Progr.). — KioaUarmann, Aug., 
Deuteronomium und Grkgks (Festrede). — Milckhoefer , lieber <ue 
Griiberkunst der Hellenen (Rede zum Wiuckclmanns -Tage . — 
(Quincke, IL, Die Stellung der Medicin zu den anderen Universitäts- 
wiesenschaften (Rectoratsrede;. — Reinke, Joh., Die Entwicklung 
der Naturwiseenechaften , inebes. der Biologie im 19. Jahrhundert 
(Redei. — 123 Dissertationen a. d. Jahren 1899 ^- ^900. 

Wissenschaftliche Meeresuntersurhunixen. Heransg. von der Commission 
zur wissenschaftl. Untersiicliuug der deutsciicn Meere in Kiel und 
der Biologischen Anstalt aul Helgoland. Im Auftrage des Künigl. 
ümist. mt Landwirthsehaft, Domänen u. s. K. F. Bd. 3. Ab- 
theilung Helgoland. H. 2 Bd. 4. Abtheilong Helgoland. H. i. 
Bd. 5. Abtheilung Kiel. H. i, Kiel und Leipzig 1900. 

Schriften der physikalisch-ökonomischen Gesellschaft zm Königsberg. 
Jahrg. 40 (iSqq). Königsberg 1899. 

Publikationen der Künigl. Sächsischen Kommission für Geschichte: 
Anton Graff. Bildnuse von Zeitffenossen des Meisters in Nach- 
bildungen der Originale. Ausgewählt und erlihitert.TOn Julius Vogel. 
Leipzig 1898. - Des Kursächsischen Rathes Hans von der Planitz 
Berichte aus dem Reichsregiment in Nürnberg 1521 — 1523. Ge- 
sammelt von Ernst Wiifcker. Nebst ergänzenden Aktenirtfieken 
bearbeitet von Hans Virck. ebd. 1899. — Politische Korrespondenz 
d<'s Herzogs und Kurfürsten Moritz von Sachsen, hersg. von Eridi 
Brandenburg. Bd. I (bis zum Ende des Jahres 1543). ebd. 1900. — 
Tafelbilder Lucas Cranuchs d. A. und seiner Werkstatt. Hersg. 
von Eduard Flechsig, ebd. 1900. 

Jahresbericht des Nikolaigynmasimns in Leipsig. Ldpsig 1900. 

Zeitschrift des Vereins für Lübecker Geschichte nnd Alterthnmskimde 

Bd. 7. H. 3. Bd. 8. H. i. Lübeck 1898. 99. 

Jahresbericht und Abhandlungen d(>s Naturwis.senschaftlichen Vereins 
zu Magdeburg. 1898 — 1900. Magdeburg 1900. 

Jahresbericht der Fürsten- und Landesschule zu Meissen von Juli 1899 
bis Juli 1900. Meissen 1900. 

Abhandlungen der math.-phys. Cl. der k. bajer. Akad. d. Wiss. Bd. 20, 
Abth. 3. 3. Bd. 21, Abtit i. München 1900. 

B^, Karl v., Ueber die Hfilfsmittel, Methoden und Resultate dfer 

Internationalen Graduiessung I''('strode}. — Xiffc! , Karl A. r., 
Klickblick auf die Gründung un<l l^ntwickelun^'- der k. bayer. 
Akademie der Wissenschaften im ly. Jahrhundert ;^Festrede> 
BemJbe^ Joh,, Die akademische Kommission für Erforschung der 
Urgeschichte nnd die Organisation der urgeschichtlichen Forsrliung 
in Bayern durch König Ludwig 1. (Festrede'. München 1899. 1900. 

Sitzungsberichte der mathem.-phys. Cl. der k. bayer. Akad. d. Wiss. 
zu München. 1899, H. 3. 1900, H. i. 2. München d. J. 

Sitzungsberichte der philos.-philol. u. histor. Cl. der k. bayer. Akad. 
d. Wiss. £u München. 1899« Bd. 2, H. 2—4- 1900, BL 1—3. 
München d. J. 



Digitized by Google 



X 



YniBicBKiM DSB MmamaAMQMMEH Scmnmv. 



41. Plenftrversammlung der histf)r Hommii^sion bei der k. bajer, Akad. 

d. Wiss. Bericht des St t returiats. München 1900. 

Sitzungsberichte der Gesellachaft für Mprphologie und Physiologie iu 
Mflnchen. Bd. 15. H. 3. Mflnelieii 1900. 

27. Jaluesbericht des WestUUischen Promrial-Teieiiii f. Wissenschaft 
u. Kunst f. 1898/99. Münster 1899. 

Abhandlungen d. Natnrhistorisclien Gesellschaft su Nürnberg. Bd. 15. 

Nürnberg 1900. 

JahreBbericht der Naturhistorischen Gesellschait za Nümbeig. 1899. 

Nürnberg 1900. 

Anzeiger des German it<chen Nationalmuseums. Jahrg. 1Ö99. — Mit- 
theilungen. Jahrg. 1899. Nflmberg d. J. 

Mittheilnngen des Alterthnnisvereins za Planen. 13. Jahressehzift ans 

d. J. 1897— 99. Plauen 1900. -- EegcKten zur OrtS' nnd Famiii en- 
geBchichte des VogUandes. Gesammelt u. hrsg. von C. von Raab. 

ebd. 1898. 

Historische Monatsblütter für die Provinz Posen. Jahrg. i, No. i — 7. 
Posen 1900. 

Zeitschrift der Historischen Gesellschaft fQr die Provinz Posen. Jahrg. 13, 
H. 3. 4. Jahrg. 14, H. i — 4. 

yeröfifcntlichung des E^l. Prcuss. Geodfttischen Instituts (in Potsdam). 

N. Folge No. r— 4. Berlin 1900. 

Centraibureau der intornationalcn Krdmessnng. N. Folge der Veröffentr 

lichungen. No. 2. Berlin 1900. 

Württembergische Jahrbücher für Statistik und Landeskunde. Hrsg. 
Tom Eönigl. statistischen Landesamt Jahjrg. 1898. 1899, i. Stutt- 
gart 1899. 1900. 

Würlitembergische Vierteljahrsschrift fflr Landesgeschichte. Heraiisg. 
von der Württembergisclien Kommission f. Landesgeschichte. N. F. 

Jahrg. 9 vI9oo^. Stuttgart 1900. 

Tharaudcr forsllii.ht'.^ Jahrliudi. H<1. 5(1, r, 2. Dresden 19UO. 

Mittheilungen des Vereins für Kunst und Alterthum in Ulm und Ober- 
sdhwaben. H. 9. Ulm 1900. 

Jahrbücher des Kassanischen Vereins f. Naturkunde. Jahrg. 53. Wies- 
baden 1900. 

Sitzungsberichte der physikal. - medicin. Oesellschaft zu Würaburg. 
Jahrg. 1899, No. 6. 7. 1900, No. i. Würzburg d. J. 

Verhandlungen der physikal.-medicin. Gosellschaft /u Würzburg. N. F. 
Bd. 33, No. 2—4. Bd. 34^ No. i. Würzburg 1899. 1900. 



Akadräd^e znatosti i nn\jetnosti (Agram). Kpj. 2. II Zagrebu 1899. 

I^etopis Jugoslavenske Akademie znatosti i un\jetnoeti Svea. 14. 1899. 
U Zagrebn 1900. 

Monumenta historico-juridica slavorum meridionaJinm. yol.7,1.2. Zagre- 
biao 1899. 1900 

liad JugoBlavenske .\kaden4je znatosti i un\jetnosti. Knj. 140 — 142. 
U Zagrebu 1899. 1900. 
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XI 



Rjecuik lirvatBkogu ili erp^koga jezika. Izd. JugOBluv. Akad. znatosti 
i nrnjetnoBti. Sves. 19. U Zagiebn 1899. 

Vjesinik hrvatakoga arkeologi&og» Braitv». K. 8. God. 4. ü Zagrebn 

1 899/1 900. 

Vjestnik kr. hrvateko-slavonskn dnlriuitinskoj semAyakog ftrkivs. God. 3, 

iSvez. 1—4. U Zagrebu 1899. 1900. 

Zbomik za narodni £ivot i obi^age juinih slavena. Svez 4, II. 5, I. 
ü Zagrebn 1899. 1900. 

La cath^drale de Djakovo, eo honnenr du cinquantenaire de Y&rMai 
de Bon fondateur Joeip Juraj StrOBBXiiajer, publ. par TAcad^mie 

sud-slave des sciences et des beaux arts a Zagreb. U Pragu 1900. 

Landwirthschaftliche Statistik der Länder der Ungarischen Krone. 
Bd. 4. Im Auftrag des k. Ungar. Ackerbanministeriums verfasst w. 
hrsg. durch das k. Ungar. Statiätiäche Central- Amt. Budapest 
1900. 

Magyar, tadom. Akad^ai Almanach 1900. Budapest d. J. 

Mathematischo \i. naturwiss. Berichte aus Ungarn. Mit Unterstützung der 
Ungar. Akad. d. Wissensch. heraiug. Bd. 16 (1898). Budapest 1899. 

A Mag>'ar tudom. Akad. elhünyt tagyai fSldtt tartott EflildkbeBS^dek. 

Köt. 3, szam. 2. Budapest 1885. 

Ertekczf^sek ;i nvelv-es-szeptudomanyok Köröböl. Kiadja a Magyar 
tudom. Akad. Köt. 17, szäm. 3 — 5. Budapest 1899. 1900. 

Krtekezesek a Tärsadalmi Tudomanyok Kör^bdl. Köt. 11, szäm. 5—9. 
Badapeet 1891—95. 

krtekezesek a Tdrti^neti Tudom&nyok EOieböl. KOt. 15, sa&m. 7—12. 

Budapest 1892. 93. 

Archaeologiai firtesitö. A Magyar, tudom. Akad. arch. bizottsaganak 
es av Orsz. R^geszeti s emb. Tärsulatnak Közlönye. Köt. 19, 
8Z&m. 3--S. Köt. 20, szäm. I. 2. Budapest 1899. 1900. 

MaAhematikai tenii^Bsettodom6n7i firkesitö. Kia^a a Magyar tadom. 
Akad. Kdt. 17, ftls. 3—5. Kot. 18, füz. i. 2. Budapest 1899. 1900. 

Hathematikai es termeszettadomftnyi Küzlem^nyek. Eiadja a Magyar. 

tudom. Akad. Köt. 27, sz. 4. Budapest 1899. 

Nyelvtudomäuyi Közlemenyek. Kiadja a Magyar tudom. Akad. Köt. 29, 
föz. 3. 4. Köt. 30, füz. I. 2. Btidapest 1899. 1900. 

Kapport sur Tactivite de TAcademie Hongroiae des sciences en 1899. 



MargaliLs, Kde, Horv&t tOrt^nelmi repertoriniii. Eöt. i. Badi^est 1900. 

Mihehj, Lajos, Monographia cMropterorum Hungariae. Budapest 1900. 

Bethy, LaazU, Corpus nummomm Hnngariae. KOt. i» ffiz. i. Buda- 
pest 1900. 

Verzeichniss d. öfFentl. Vorlesungen an der k. k. Franz-Josefs-Univer^ität 
zu Czernowitz im Sommer-Sem. 1900. Winter-Sem. 1900/üi. — 
Uebersicht der akad. Behörden im Studieiyahr 1900/01. — Die 
feieorliche Inauguration des Rectors för 1 899/1 900. 

Jubilftumsfestsdirilt der Akademischen Lesehalle an der k. k. Franz- 

Josefs-Üniversität zu Czernowitz. 1900. 

Berichte des naturwi>senschaftl!ch-mediciniBchen Vereine» in Inns« 
brück. Jahrg. 25. Innsbruck 1900. 
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ZeÜMiizift des Ferdiniodenmi fOr Tirol und Yonuiberg. 3. Folge. 
H. 44. Itmsbrack 1900. 

Anzeiger der Akademie d. WissenBchaftcn in Krakau. Jahrg. i999t 

No. 8—10. 1900, No. I — 8. Krakau d. J. 

fiiblioteca pisarzöw polskich (Wydaniciwa Akad. umi^. w &akoririe)'. 

No. 32. 37. W Krakowie 1896. 1900. 

Koczuik akadciuii umi§jetnoäci w Krakowie. Hok 1898/99. 1899/1900. 
W Krakowie 1899. 1900. 

Maieriaty aatropologicsno-arclieologicKne e etnograficsne. T. 4. W 
Krakowie 1900. 

HateriaJy do historyi jesjka i dialektologü polskiej. T. i. W Kra- 
kowie 1000. 

Scriptores renini Polonicarnni. T. 17. Krakow i8on. 

Rozprawy Akademii umiejetnoÄci. — Wydzialu lilologiczy. T. 30 
(Ser. U. T. 15). — Wydzialu historyczno-filozoficany. T. 38 (Ser. II. 

13)- — Wyd»ahi inateuiafc.-przyrodracBego. T. 33. 35 — 37 (Ser. II. 
T. 13. 15—17). W Krakowie 1898 1900. 

Sprawozdania komisyi fizograficzn^j. T. 34. Kraköw 1899. 

Sprawo/dania komisyi do badänia historyi asiiti w Fokce. T. 6. 

/•'S 4. W Krakowio 1899. 

liirkftniiii /er, Ludiv. Ant., Mikolaj Kopemik. W Krakow 1900. 

Fijaiek, Ks. Jan, Mintrz Jakob z Paradyza. T. i. 2. Wydanie Akad. 
umiej. W Krakowie 1900. 

Winkel, Ludw., Bibliografia Historyi Polaki^. Osefiö. 2, zesyt 3. W 
Khbkowie 1900. 

Litauisehe Yolksweiseo, gesammelt von Anton Jmzkiewicz. Bearb., 
redig. 11 hrg^. von Sigm. Noaktno^i n. Jok, BoMdouxn de Courtenay. 

Theil I. Krakow 1900. 

Kartoniez , Jan, Slownik gwar Polskich. T. r. Krakow 1900. 

Petri Moyzii Maurei Alcagnicensis Carmina. F. i. 2, ed. BronisL 
Ktttegkiewieg. Craoonae 1900. 

IGtttieÜiuigeii des Musealvereixies fittr Krain. Jahrg. 10. 12. Laiback 

1897. 99 

Isresi^a Muscgskega dmitva sa Kraiysko. Letnik 7. 9. Y. I^jnb^ani 1897. 99- 

Chronik der ukrainischen (mühenischen) Sevienko- Gesellschaft der 
Wissenschaften. 1900. No. i — 3. Lemberg d. J. 

Lud, Organ towarzystwa ludoznawczego we Lwowie. T. 4, sess. 3. 4. 

T. 6, zesz. i~4, We Lwowie 1898. 1900. 

Almanach Öesk^ Akademie Gisafe Frantiska Josefa. Kocn. 10. 1900. 
YPraze d. J. 

Historicky Archiv. Cisl. 16. Y Praze 1899. 

Rozpravy Cesk^ Akad. Cfs. fraotüka JosefE^. Trid.L Bo£u. 7, Cisl. i. 2. 
Trid. n. Bo6l 8. Trid. m HoSn. 7, Cisl. i. — Y Praae 1899. 

Yestnik ( eskd Akad. Cfs. Frantilka Josefo. Jto&i. 8, ÖisL t— 9. 

V Praze 1899. 

Sbirka Framenuv ka Poznani liter^mÜio üvota. Skup. i, Aad i, 

Öisl. 2. V Praze 1899. 

Nusl, Fr., Procop Divis. V Praze 1899. 
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Jirht^ Öenek, Bibliografie cesk^ historie. I. V Praze 1900. 

Jahresbericht der k. böhm, Gesellsch. d. Wissenschaften für das Jahr 1899. 
Pxag 1900. 

SitBimgsberidite der k. bOhm. GesellBchaft d. Wisgenschafken. Math.- 
- natiirw. Classc. Jahrg. 1899. — FbiloB.-hi8tOT.-philolog. Classe 

Jahrg. 1899. Prag 1900. 

Prager Tychoniana. Gosammelt von i*'. /. Stiidnicka. Prag 1901. 

Beiträge zur dentsrh-böliinisrhfni A^olksknnde. Im Auftrag der Gesell- 
schaft zur Förderung deutsch. WisBenach^ Kunst u. Literat, in 
Böhmen geleitet von A. Hauffm» Bd. 3, H. i. Prag 1900. 

Bibliothek deutscher Schriftsteller aus Böhmen. Bd. 10. Gesammelte 
Dichtungen von Justus Frey. Hrsg. von seinem Sohne. Prag 1899. 

Forschungen zur Kunstgeschirhtc» Böhmens. Veröffentlicht von der 
GeseUsch. z. Förd. deutscher Wisgensch., Kunst u. Literat, in 
Böhmen. IIL Schmerber, Hugo, Beiträge zur Geschichte der 
•DintBenhofer. Frag 1900. 

Mittheilungen der Gesellschaft z, Förd. deutscher Wissensch., Kunst n. 

Literatur in Böhmen. No. 10— 12. Prag 1900. 

Mndty Joh., Beiträge zur ionischen Vasenmalerei. Gedi'uckt auf Ko^iten 
der Gesellseh. z. Förd. deutscher Wissensch., Kunst u. Literat, in 
Böhmen. Prag 1899. 

Lange, Jos.j Untertiuchungen über das Bienengift. 2. Mittheilung. 
AnsgefOhrt mit ünterstütrong der Gesellsch. s. Förd. deutscher 
Wissensch., Sinnst n. literai in Böhmen, Gand et Paris 1899. 

Mrha, Jos., Beiträge zur Kenniaiiss des Kelyphit. S.-A. Wien 0. J. 

PoUak, Lud IC, Zwei Vasen aus der Werkstatt Hierons. Mit Unter- 
stützung der Gesellsch. z. Förd. deutscher Wissensch., Kunst u. 

Literat, in Böhmen. Leipzig 1900. 

Bericht der Lese- und Redehalle der deutschen Studenten in Prag über 
d. J. 1899. Prag 1900. 

Magnetische tmd meteorologisdie Beobachtongen an der k. k. Stern- 
warte zu Prag im J. 1899. Jahrg. 60. Prag 1899. — Weinek, X., 
Die Tychonischen InstExunente auf der Prager Sternwarte. JPrag 

1901. 

Personalstand der k. k. Deutschen Carl-Ferdinands-Universität in Prag 
zu Anfang d. Stadiei^ahres 1900/D1. — Ordnung d. Yorlesimgen 

im Wintersem. 1900/01. 

Mittheilungen des Vereins für Geschichte der Deutschen in Böhmen. 

Jahrg. 38, No. I — 4. Prag 1 899/1900. 

Abhandlungen des deutschen naturw. -medicinischen Vereins für Böhmen 

„Lotüs". Bd. 2. H. I. 2. Prag 1900. 

Sitzungsberichte des deutschen natorw.-mediciu. Vereins für Böhmen 
,,Ijotos*'. N. F. Bd. 19. Frag 1899. 

Terhandlungen des Vereins ftlr Natur- imd Heilkunde zu Pressbnrg. 

N. F. II. II. Pressburg 1900. 

WisseusclKinilclio Mittheilungen aus BoHiiien und der Hercegovina, 
Hrsg. vom Bosnisch -Hercegovinischeu Landesmuseum. Bd. 6. 

Sarajevo 1899. 

Bullettino di archeologia e storia dalmata. Anno 22 (1899), No. Ii. 13. 
Anno 23 (1900), No. i— 11. Spalato d. J. 
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Bericht über die Arbeiten der von der Kais. Akademie der Wissen- 
schAfton eingeBeliiteii CSmmmnion ziir Grflndang eines Fhonogramim- 
Archives. (Wieno. J.) 

SfldarabiBche Expedition. VerÖifentlicht von der Kaiserl. Akadeimie der 
WiBsenschafteu. Bd. I. Meinigch, Leo, Die Somalispraclie. L 

Wien 1900. 

Abhandlungen der k. u. k. geog rap hischen GeHellschaft in Wien. Bd. i, 

H. 1—5. Bd. 2, H. 1—7. Wien 1899. 1900. 
Hittheütmgen der k. n. k. geographiaclien GeselUchaifc in Wien. 1899. 

Bd. 42. Wien d. J. 

Verhandlungen der k. k. zoologisch-botanischt'n Gesellschaft in Wien, 
Bd. 49, H. 9. 10. Bd. 50, H. 1—9. Wien 1899. 1900. 

Publicationen für die internationale Erdmessung, Astronomische Arbeiten 
des k. k. Gradmessungs-Bureaus. Bd. 11. Wien 1899. — Central- 
biireau der internationalen Ehrdmeasong: J%, AJbreckt, Bericht über 
den stand der Erforadrang der Breitenvariation am Sehlnsee des 

Jahres 1899. Berlin 1900. 

Annalen des k. k. uaturhistorischen HofmnsenniB Bd. 14, No. i — 4. 

Bd. 15, No. I. 2. Wien 1899. 1900. 

Jahrbuch d. k. k. geologischen Keichsanstalt. Jahrg. 48 (1899), Ii. 3. 4. 
Jahrg. 50 (1900), H. i. Wien d. J. 

Terhandlnngend.k.k.geologi8clienBeicli8an8talt. Jahrg. 1 899, No. 11 — 18. 

Jahrg. 1900, No. 1—12. Wien d. J. 

Mittheiluu(:rnn der Section f. Naturkunde dOB Oesterreiohisclien Tourieten- 

Club. Jahrg. 11. Wien 1899. 

Publicationen der v. Kutter'schen Sternwarte. Bd. 5. Wien 1900. 



Belgien. 

Aead^mie d'arch^ologie de Belgique. Bulletin. V. Sdr. des Annalee. 

7—9. Anvers 1899. 1900. 

Analecta BoUandiana. T. i — 10. 16—19. Brnzelles 1882—1900. 

Anecdota ex codicibus hagio^raphicis Johannis Qielemans ed. hagio- 

grapbi Bollandiani. Bnixelles 1895. 

Bibliotheca hagiographica graeca ed. hagiographi Bollandiani. Bru- 
zeUes 1895. 

Gatalogns oodicum hagiügraphic<»nun latinorom antiqulorumBaecnloXYI, 
qni asservantnr in BiblioUieca nationaU FatisiensL T. i — 3 et 

Indices. Bmxelles 1889—93. 

Annales dela Sociale entomologique de Belgique. T. 43. Bruxelles 1899. 
M(^moires de la Sociöto entomologique de Belgique. 7. Bruxelles 1900. 

Annales de la Societe Ii. malacologique de Belgiqne. T..31. Fase. 2. 

T. 33. Bruxelles 1896. 98. 

Bulletins des s^ances de la Sociäte £r. malacologique de Belgique. 
T. 34. BmxelleB 1899. 

Bulletin meosuel du magn^tiime terrestre de PObservatoire B. de 
Belgiqiie. 1899. Aoüt— Oct. 1900. Janv. 

La Gellale. Becueü de Cytologie et d*histologie gän^rale. T. 17, 
Fase. I. 2. Lonvain 1900. 
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D&nemark. 

Oversigt over det Kong. Dauske Videnskabemes Selskabs Forhandlinger 
i aaret 1899, Ko. 6. 1900, No. i — s. Ej0beiihaYii d. J. 

Det Kong. Danske Videnskabemes Selskaba Skrifter. Bist, og phüoa. Afd, 
6. Rsekke. Bd. 5, No. i. Bd. 6. No. i, — Naturv. og maÜL Afd. 

6. Raekke. T. 9, No. 4—6. Kjobenhavn 1900. 

Le Danemark, l'^tat actuel de sa civilisatiou et de sou Organisation 
sociale. Ouvrage pubUä ä roccasion de rEzposilaon rndveneUe 
de Paris 1900 par J, Carhm, B, Oirik et 0. IT. Stareke. Copen- 
hagoe 1900. 

England. 

Froceedings of the Cambridge Pkiloäophical Society. Vol. 10, P. 4 — 6. 
C^bridge 1900. 

TianaactioiiB of übe Cambridge FhUoaophical Society. Vol. 18. 19 , P. i. 
Cambridge 1900. 

PM)ceeding8 of the B. Irisli Academy. Ser. III. Vol. Si No. 4. 5. Vol. 6, 

No. I. Dublin 1900. 

The scientific Proceedings of the K. Dublin Society. Vol. 9, P. r. 
Dublin 1899. — Index to the scientific Proceedings and Trausactioii.s 
&om 1877 to 1898. ibd. 1899. 

Economic Ptoceedings of the B. Dublin Society. VoL P. i. Dublin 
1899. 

The scientific Transactiong of the B. Dublin Society. Vol. 7, P. 2—7. 

Dublin 1899— 1900. 

Aetronomical Observations and Researcbes made at Dunsink, the Obser- 

vat-ory of Trinity College. P. 9. Dublin lyüo. 

Proceedings of the E. Society of Edinburgh. Vol. 22, No. 6 — 7. 
VoL 23, Ko. I. 2. Edinbu^h 1899/1900. 

Transaotions of the B. Society of Edinburgh. Vol. 39, P. 2—4. Edin- 
burgh 1899. 1900. 

Flroceedingsof the R.Physical Society of Edinburgh. Vol. 14, P. 2. (Session 

1898/99.) Edinburgh 1900. 

Proceedings and Transactions of the Liverpool Biologicai Society. 

Vol. 14 (i 899/1 900). Liverpool 1900. 

Proceedings of the R. Institution of Gr, Britain. Vol. 15, P. 3. Lon- 
don 1899. 

Pn>ceeding8 of the R. Society of London. Vol. 6$ — 67, Ko. 422 — 438. 

London 1900. — Yearbook of tlif R. Society 1900. — Reports to 

the Malaria Committee [i.] 2. 1899— 1900. 

Transactions of the R. Society of London. Vol. 191. A.B. 192. A.B. 

193. A. 194. A. London 1900. 

Memoirs of the R. Astronomical Society. Vol. 52. 53. London 1896. 99, 

Proceedings of the London Mathematical Society. Vol. 31. 32. 
No. 691—730. London 1899. 1900. — bdex to Vol. 1—30. ib. 1900. 

Journal of the B. Microscopical Sociely, containing its Transactions 
and Proceedings. 1899, No. 6. 1900, No. i — 6. London d. J. 

Memoirs and Proceedings of the Literary and Phüosophical Society of 
Manchester. VoL43,P.4.S. VoL44,P.i— 5. Manchester 1898— 1900. 
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Report of the Manchester Museum Owens College for 1 899/1 900. — 
Notes from the Manchester Museum. No. 6. Manchester 1900. 

Frankreich. 

M^ofres des sciences physiques et naturelles de Bordeaux. V. S6r. 

T. 3, Cah. 2. T. 5, Cah. i et Append. Bordeaux 1899. 

Proces-verbauz de la Societd des sciences ph^sic^ues et naturelles de 
Bordeaux. Ann^e 1898/99. Paris et Boraetnix d. J. 

Le Devoir. Hevue des questions sociales, cr^^e en 1878 par A. Godin. 
T. 23. 24, Janv — Oct. Ollis e (Aisne) 1899. 1900. — Le FamilittlTe 
illustrp T*:iris ^. a. — . Ftätn, Äug., Un Bocialistie pratiqne. 

Hobert Owen. Nimes 1896. 

Annales de riJniversit^ de Lyon. N. S. Sciences. Medecine. Fase. 3. 
Paria et Lyon 1900. — Waddington, A., La republique des Pro- 
TinceB-iinieSf la Prance et les Payi-lNw Bspagnols de 1630 k 1650 
T. I. 2. Paris 1895 — 97. 

Annales de la Facolt^ des sdences de Marseille. T. 10, No. z — 6. 

Marseille 1900. 

Academie des sciences et lettres de Montpellier. Memoires de la 
section des lettres. Ser. n. T. 2, No. 2. Memoires de la sectiou 
de m^deeixie. Ser. II. T. i, No. 2. 3. Memoires de la section des 
seimces. Ser. II. T. 3, No. 5. Montpellier 99. 

Bulletin de la Soci^t^ des sciences de Nancy. Ser. IL T. 16, Fase. 33. 34. 

(Ann^e 31. 32.) Paris et Nancy 1899. 

Bulletin des s^ances de la sociöt^ des sciences de Nancy. Annde 10^ 
No. I — 3. Ser. III. T. i, Faac. i — 3. Paris et Nancy 1900. 

Bulletin du Museum d'histoire naturelle. Ann^e 1899, No. 3 — 8. 1900, 
No. z>-4. Paris d. J. 

Axmales de P^eole normale sap&rieare. m. S4r. T. 16, Noi 11. 13. 
T. 17, No 1—9. Paris 1899. 1900. 

BnUetin de la Soci^t<^ niathf^niatiqoe de France. T. 27, No. 4. T. 28, 

No. I — 3. Paris i8')f) 1900. 

Annales du midi. Kevue de la France meridionale, fond^e sous les 
auspices de 1 Lniversitd de Toulouse. Ann. i — 8. 11, 12 (No. i — 32. 
43^6). Toulouse 1889—1900. 

Biblioth^ue meridionale, jpubl. sous les auspices de la Faeultä des 
lettres de Toulouse. Ser. J, T. 5. Toulouse 1900. ' 

Annales de la Facultä des sctoices de Toulouse pour les sciences 
mathematiques et les sciences physiques. Ser. II. T. i, Fase. 2 — 4. 

T. 2, Fase. I. Paris et Toulouse 1899. 1900. 

Annales de rObaervatoire astronomique, maguetique et meteorologique 
de Toulouse. T. 3. Paris 1899. 



Griechenland. 

^cole fran9aise d'Athenes. Bulletin de correspondance liellenique. 
Annee 22 (1898} Sup{>l^ment. Annde 23 (1899}, No. 7 — 12. Athen, 
Paris d. J. — Le cinquantenaire de P^cole fran98ise d*Ath^nes. 
Athen 1899. 
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Mittheilungen des Kaiaerl. Deutschen Archäologiechen Instituts. Athe- 
nische Abtheilung. Bd. 24, H. 4. Bd. 25, H. 1—3. Athen 1899. 1900. 

T. I— 13. Afhfin 1889— 1900. 

Holland. 

Jaarboek van de Eon. Akad. v. Wetensohappen gevestigd te Amaierdam 
▼oor 1899. AmBterdam 1900. 

Verhandelingen d. Kon. Akad. v. Wetenschappen. Afdeel. Letterkunde. 
II. Reeks, Deel 2, No. 3. Afdeel. Natnurknnde. f^oct T. Deel 7, 

No. I — S- ^ect- II. Deel 7, No. 1—3. Amsterdam ibyy. 1900. 

Verslagen van de sewone vergaderingen der wis- en natuurkundige 
aßleeliug der Km. AJkad. t. Wetenechappen. Deel 8. Amsterdam 
1900. 

Verslagen en mededeelingen der Kon. Akad. v. Wetenschappen. Afdeel. 
Letterkunde. IV. Reeks. Deel 3. Amsterdam 1899. 

Firogramnia certaminis poetici ab Acad. Reg. discipl. Neerlandica ex 
legato Hoeu£Ptiano indicti in anuum 1901. — FascoU, Joh., Sosii 
fratres bibliopolae. Carmen in certamine poetico Hoenfitiano praesnio 
anreo omakun. Acced. 7 poemata landata. Amstelodami 1900. . 

Revue semestreUe des publicatione math^matiqnes. T. 8, P. i. 2. 

Amsterdam 1900. 

Archives neerlandaises des sciences exactcs et naturelles, publikes 

Ear la Society Hollandaise des sciences ä Hartem. Ser. ü. T. 3, 
ivr. 3. 4. T. 4, Livr. i. Harlem 1900. 

AxcIiiTeB dn Miu^e Teyler. S^, II. Yol. 6, P. 5. Vol. 7, P. i. 2. 
IBUurlem 1900. 

Handelingen en mededeelingen van de Maatschappij der Kederlandsche 
Letterkunde te Leiden over het janr 1809/1900. — Speien van 
Cornelia Everaert. üitg. door J. W. Muller en L. Schärpe. Afl. 2. 
Iieiden 1900. Vitg» vanwege der Maatsch. d. Nederl. Letterk. 
Lciiden 1899. 

Levensberigten der afgetitorvene medeleden van de Maatschappij der 
Nederlandsche Letterkunde te Leiden. Byla^ tot de Handeiingen 

van 1 899/1 900. Leiden igoo. 

Tijdschrift voor Nederlandsche taal- en letterkunde, uitgeg. van wege 
de Maatseb. der Nederi Letterkunde. Deel x8 (S.F. 10). Afl. 4. 
Deel 19 (N. F. it). Afl. x. 2. Leiden 1899. 1900- 

Kederlandsch kniidkundig Archief. Verslagen en mededeelingen der 
Nederlandsche Hotanische Vorettiiging [Leiden]. Ser. DI. Deel 2, 

Stuk I. Nijmegeii 1900. 

Programme de la Societd Batave de Philosophie exp^rimentale de 
Rotterdam. 1900. 

Aanteekeningen van bet verbandelde in de sectiS-vei^deringen van het 

Provinciaal Utrechtsch Genootechap van kunstcn en wctensch., ter 
gelegenheid van de algem. veigad. gehouden den 6. Juni 1899. 

Utrecht d. J. 

Verslag van het verhandelnde in de algem. vergad. van het Provinciaal 
Utrechtsch Genootsdiap van kansten en wetensch;, gebonden d. 6. Jun. 
1899. Utrecht d. J. 

1900. b 
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Gelder, M.van, Geschichte der alten Rhodier. Preisgekrönt u. hn^.'vom 
Utrechter Provincial-Vereixif. Künste u. Wissenschaften. Haa§[ 1900. 

Bijdragen en Mrdedeelingen van het Hist^orisch GrCnOOtsidll^ ^V6Stlgd 

te rtreclit. I't t'l 20. 's Gravenhage 1899. 

Werken vau het Historisch Genootachap gevestigd te Utrecht. »Ser. HL 
No. 10. Amsterdam 1899. 

Onderzoekingen gedaan in het Physiol. Laboratorium d. Utrechtsche 
HoogesdDool. 5. Beeks. I, Afl. 2. n, Afl. i. Utrecht 1899. 1900. 



Italien. 

BoUettino delle puLblicazioni italiane ricevute per diritto di stampa. 

No. 336 — 350. Firenze 1899. 1900. 

Atti eBendicouti deir Accademia di scienze, lettere ed arti di Acireale. 
N. S. Vol. 9 (1 897/98). Memorie della clasae d. scienze. Adzeale 1899. 

Pubblicarioni del B. Istitato di studi superiori pratici e di perfeziona- 

mento in Firenze. Sezione di filosofia e filologia. Xo. 27 — 32. 
Accademia Orientale. No. 2. 5 — 7. 9—11. — Sezione di Medicina 
e Chirurgia e Scuola di Farmacia. No. 15. 18 — 24. — Sezione di 
scienze fisidhe e naturali. No. 22 — 30. Golleaone seolaeticti. 
No. I. I». 2. 2\ 3 — 5. 7—9. Firenze 1878— 1900. 

Le opere di Galileo Gnlilei. Edi/ionc naziomale sotto gli anzpicü di 
S Maesta il Be d' Italia. Vol. 9. Firenze 1899. 

Atti della Fonda/ione scientifica Cagnola della sna inztüuzione in poi. 

Vol. 17. Milano 1900. 

Memorie del K. Istituto Lombardo di scienze e lettere. Classe di lettere e 
science morali e polit. V0I.2Z (Ser. III, Vol. 12), Fase. 1.2. — Clftsse 
di science matematiche e naturali Vol. 18 (Ser. m, Yol. 9), 

Fase. 7 — 12. Milano 1899, 1900. 

E. Istituto Lombardo di scienze e lettere. Bendicontl. Ser. U, Yol. 32. 

Milano 1899. 

Societä. Beale di Kapo Ii. Hendiconto delle tomate e dei lavori del- 
r Acead. di archeologia, lettere e belle arti. N. S. Anno 13 (1899]. 
Marz. — Die. Anno 14 (1900) Genn. — Apr. — Atti della R. Accao. 
di scien/.o nmrali 0 politichc. Vol. 31. Napoli 1900. Rendiconto 
deir Accademia di scicnzo morali p politiclu!. Anno 38. 1899. 

Atti e Memorie della R. Accademia di scienze, lettere ed arti in Pado va. 
N. S. Vol. 15. Padova 1899. 

Bendiconti del Gircolo matematico di Palermo. T. 14 (1900), Fase, i —5. 
Annnario 1900. Palermo d. J. 

Qiornale di scienze naturali ed economiche, pubbl. p. cura della Societa 
di scienze nat. ed econom. di Palermo. VoL 22. Palermo 1899. 

Atti e Rendiconti deir Accademia medico-chiruxgicadi Perugia. YoLiz, 

Fase, r — 4. Pernj^ia 1809. 

Amiali della E. Scuola normale superiore di Pisa. Vol. 21 (Scienze 
fisiche e matem., Yol. 8). Pisa 1899. 

Atti della Societä Toscana di scienze naturali residente in Pisa. Me> 
morie. Yol. 17. Hsa 1900. 

Processi verbali della Societa Toscana di scienze naturali residoite in 
Pisa. Yol. 12. liUgi. 1899— Lugl. 1900. 
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Atti della B. Accademia dei Lincei. Classe di scienze morali, storiche 
e filoloeiche. Ser. V, P. II. (Nofcme degli scavi), Vol, 7, 4^g.-Diz. 
1899. Vol. 8. Gean.'Ag. 1900. Bendiconti. Ser. V. Clasae di 

scienze fisiche, matematiche e natniali. Vol. 8 (1899), it Sem.^ 
Fase 12 Vol. 9 (if)oo) j l Spui J, Fanc. i — 12. II. Sem., Fase, r- ri 
— Classe di scienze raorali. atoriche e filologiche. Vol. 8 ('1899;, 
Fase. 9 — 12. Vol. 9 (1900;, Fase, i — 6. — Rendiconto deir adu- 
nansa flolenne del 10. Oiagno 1900. Roma d. J. 

Uittheilungen des Kais. Deutschen Archaeologischen Instituts. Römische 
Abtheilung (Bollettino delT Imp. iBtitnto Archoulofrico (iermanico. 
Sezione Komana). Bd. 14, H. 3. 4. Bd. 15, H. 1—3. Koma 1899. 
1900, 

AiAi della B. Accademia dei Fisiocritici di Siena. Ser. IV. Vol. 11, 
No. 4 — IG. Vol. 12, No. 1—3. Siena 1899. 1900. 

Atti della B. Accademia delle Bcieiize di Torino. Vol. 35, Disp. i — 15. 
Totino 1 899/1 900. 

Hemorie della B. Accademia delle ecienie di Toiino. Ser. n. T. 49. 

Torino 1900. 

OBservazioiii meteorologiche fatte nell' anno 1 899 all' Osservatorio della 
B. üiiiTeinit& di l^rino. Torino 1900. 

Atfci del B. Istitoto Veneto di waenie, lottere ed arti. T. 56 (Ser. Vn, 
T. 9),Di8p. 8— IG. T.578nppl T. $8 (8er,Vni,T. i). T. 59, Bisp. i. 2. 

Venezia 1897—99. 

('oncorsi a premio dp) R. Istituto Vpnf^to. Venezia 1900. 

Memoire del R. Istituto Veneto di scienze lottere ed arti. Vol. 26, 
No. 3—5. Venezia 1899. 

Ramftnien. 

Buletinul Societa^ii de sciinte fizice ^izica, Cbimia si Mineralogia) din 
Bacareeei-Boinftnia. Annl i, No. 5. 6. Ann! 8, No. 6. Antü 9, 
Ko. 1—4. Bucnresci 1892. 99. 1900. 

BnsBland. 

Bidraf tili kftnnedom of Finlands Katar och. Folk, utg. af Finska 
Yetensk.-Soc. Häftet 57—60. Helsingfors 1898^1900. 

Ofversigt af Finska VetenskapB-Societetens Förhandlingar. 40 — 42. 

Helsingfors 1898. 1900. 

Fennia. Halletin de la Societe de geograpbie de Finlande. 14. 15. 

Helsingfors 1897 — 99. 

Meddelanden af Geografiska FOreningen i Finland. 5. Helsingfors 1900. 

Flnlands Oeologiaka ündersOkning. Kartblad 35 (med Beskri&ing). 
Knopio 1899. 

Bnlletin de la 8oci^ pbyBico-math^matique de Kasan. Ser. II. T. 9, 

No. 3. 4- T. 10, No. I. Kasan 1899. ^90o. 

üienyja Zapiaki Imp. Kasanpka^o UniversitptR 1890, No. 9 -12. 1900, 
No. I — 4. II. Priloz. 2a 1900 [1 — 4j. Godicn^i Akt. Imp. Kasansk. 
UoiToniteta. 1900. Kasan d. J. 

Univerritetsk^a bvistqa. God 39, No. 5. 9^12. God 40, No. 1—5. 
Kiev X899. 1900. 
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Bulletin de la Soci^t^ Imp(^r. des Naturalibtes de Moscou. Aunee 1899. 
No. 1—4. MoscoQ 1899. 1900. 

Utenyja Zapiski Imperatonkago Moskovskago üniTeraiteift. OtdSl 
istoriko-filolog. Vyp. 12. 26. 0. figiko-matemAt. Y. 14—16. 

Moakva 1899. 

Obeervations faites a l'Observatoiro mf'töorologique de rUniversit^i 
Iinper. de Moscou. Dec. 1898 — Aoüt 1899. 

Bulletin de rAcad^mic Imp. des sciences de St. Pötersbourg. Ser. V. 
T. xo, No. 5. T. II, No. 1—5. T. 12, No. 1. St. Petenbomg 

1899. 1900. 

Memoire» de TAcadt-mie Imperiale des sciences de St. Petersbourg. 
Ser. VIII. Cl. phv8.-miithem. Vol. 8, No. 6—10. Vol. 9, No. 1—9. 
Vol. 10, No. 1—6.^— Cl. hißt.-philol. Vol. 3, No. 6. Vol. 4, No. 1—8. 
St. P^tenbourg 1899. 1900. 

Annales de rObscrvatoire physiquc central, pnbl. par. M. Rykatcheic. 
Annj'o 1H08. P. I. 2. St Pdtersbourg 1899. — Histoire de TOb- 
sHrvatoirc physique central 1849 — 1899. P. i. ib. 1900. 

Comitf' gj'ologiqiie, St. Peter8boi3r<,'. Hulletins. T. 18, No. 3 — 10. — 
Memoires. Vol. 7, No. 3. 4. Vol. 9, No. 5. Vol. 15, No. 3. St. P^ters- 
boug 1899. 

Acta Horti PetropoUtaoi T. 15, Fase. 2. T. 17, Fase. i. 2. S. Peter> 

bürg 1898. 99. 

If'imihfr ron Waldheim, A. A., iHtoriceskij ocerk Imp. S. Peterburgsk. 

Botaniceskafro sada 1873 !898. 8. Petfrburg 1899. 

Godicnji Akt Imp. S. Peterburgsk. Universiteta za 8. Februar 1900. 

S. Peterbiirg. 

Obozrenie prepodavanija naiik v Imp. S. Peterburgsk. Universiteta na. 
1900/01. 

Zapiski istoriko-philolegifeskago FaJcalteta Imp. S. Peterburgskago Uni- 
versiteta. Cast 2$, I. 49. 50, 1. 52. 53. 54, 1. 55. S. Petorboig 1898. 

99. 1900. 

Vizantijskij vremennik {Bv^avTivcc Tpovixa , izdavacmyi pri imp. Akad 
nauk. T. 6, Vyp. 3. 4. T. 7, Vvp. 1—3. S. Peterburg 1899 1900. 

Tsckebychef, 1\ jL., Üeuvreu, publ. par les soins de A. Markoff et 
KSonin, T. i. 8. Pätersbourg 1899. 

Arbeiten de« Natoiforselier-TereinB zu Biga. N. F. H. 8. 9. Biga 1899. 

Coirespondemsblatt des Naturforsdier-yereins za Riga. Jahig. 43. 43. 
Biga 1899. 1900. 

Schweden und Norwegen. 

Bergens Museum Aarbog for 1899. 1900. — Aarsberetning for 1899. 

V>0T(xen 1900. 

Sars, G. 0. An Account of the Crustacea of Norway. Vol. 3, P. i — 10. 

Bergen 1899. 1900. 

Forhandlinger i Videnskabs-Selskabet i Chris tiania. Aar 1899, 2 — 4, 
Ghristiania d. J. 

Skrüier udnvne af Videnskabsaelskabet i Gbristiania. Math naturvid. El. 

T899, No. I. 5. 8. 9. inoo, No. 1—4. Hisi-filos. Kl 1899, No. 5. 

1900, No. 1—5. Kiistiania d. J. 
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Jahrbuch des Norwegisehen meteorologiBchen Instituts für 1898. 99- 

Christiania 1809. 1900. 

Den Norske Nordhavens Expedition 1876 — 78. 25 — 27. Zoologi. Chri- 
stiania 1900. 

Archiv for Mathematik og Katnrvidenskab. Bd. 20, H. 3. 4. Bd. 21, 
H. 1—3. Kristiania 1897. 99* 

Det Eon. Norske Frederiks üniversitets Aarsberetning for 1897/98. 

Kristiania 1899. 

Rygh, 0., Norske Gaardnavne. Bd. i — 3. Kristiania 1898. 99. 

Bang, A. (J>r., Dokumenter studier vcflr0rendc den Lutherske 
Aatekismus' historie i Nordens Xirker. Univ.-Frogr. for 1899 udg. 
irf Sigurd Ödland. Christiania 1899. 

Norway. Offidal Pnblication for the Paris Ezhibition 1900. Kristiania 
1900. 

Kung. Yetenskaps- och Yitterhets SamhftUes Handüngar. 4. FG^d. 2. 

Göteborg 1899. 

Acta Universitatis Lundensis. Lunds Üniversitets Ärs-Skrift. T. 35. 

(1899) T. IT. 

Acta mathematica, Hag. v, G. Mittag- Leffler. 23, i — 4. 24, i. 2. Stock- 
holm 1899. 1900. 

Bihang tili Kongi. Svenska Vetenskaps-Akademiens Handlingar. Bd. 25. 
Stockholm 1900. 

Kongl. Svenska Yetenskaps-Akademiens Handlingar. Ny Följd. Bd. 32. 

Stockholm 1 899/1 900. 

öfversigt af Kongl. Yetenskaps-Akademiens Förhandlingar. Aarg. 56. 

(1899.) Stockholm 1900. 

Meteorologiska Jakttagelser i Sverige utg. af Kongl. Svenska Vetens- 
kaps- Akademien. Bd. 36 (Ser. n, Bd. 22). Aarg. 1894. Stock- 
holm 1899. 

Ento^oologisk Tidskrift utg. af Entomologiska FOreningen i Stockholm. 

Arg. 20 (1899). Stockholm d. J. 

Livtlnian, C. A., Vegetationen i Rio Grande do Sul. ütg. med understöd 
ur Kgl. Vetenskaps Akademiens Regnellska fonder. Stockholm 1900. 

Nordstedt, C. F. O., Index Desmidiacearum citationibus amplissimis 
atque Biblio^raphia. Opus subsidiis et ex aerario Eegni Suecani 
et ex pecnnia Be^. Societat. ScienMar. Holmiae coUatis editum. 
Lnndae et Berolini 1896. 

Nova Acta Reg. Sodetatis sdentiacnm Upsaliensis. Ser. DI Yol. 18, 2. 

üpsaliae 1900. 

Bulletin of the Geological Institution of the University o£ Upsala. 

Vol. 4, P. 2, No. 8. Upsala iqoo. 

Bulletin mensuel de I'Observatoirem^töorologique de Tüniversitä d'üpsal. 
Yol. 31 (1899). Upsal 1899/1900. 

Eranos. Acta philologica Snecana. Ed. Vü. LwndsbrSm. Yol. 3, Fase. 4« 
Yol. 4, Faso. I. XJpsaliae 1 899/1 900. 

Skrifter iitgifn af Kongl. Humanistiska Yetenskaps-samfündet. Bd. 3. 6. 

Upsala. Leipz. 1892. 1900. 

ürkunder rörande Stockholms historia. T. Stockholms stads priviiegiebief 
1423 — 1700. H. I. Stockholm. Upsala 1900. 
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Yebzeichmiss dek eingegangenen Schriften. 



Schweiz. 

JahresverzeichnisB der SchweizeriBchen Universitätaschriften 1 899/1 900. 
Basel 1900. 

Neue DenkHchriften der Allgem. Schweizer. Gesellschaft f. d. gesammten 
Naturwissenschaften. Bd. II. 16. Basel 1898— 1900. 

Argovia. Jahresschrift der historischen Gesellschaft des Kantons 
Aargau. Bd. 2&. Aargau 1900. 

Beiträge zur vaterländischen Geschichte. Hrsg. von der Histor. u. 
Antiquar. Gesellschaft in Basel. N. F. Bd. Sa 1- Basel 1900. 

24. Jahresbericht der Histor. u. Antiquar. Gesellschaft in Basel. Vereinsj. 
1898/99. Basel 1899. 

Verhandlungen der Naturforschenden Gesellschaft in Basel. Bd. 12^ 
R 2. 3. Basel 1899. 1900. 

Jahresbericht der Naturforschenden Gesellschaft Graubündens. N. F. 
Jahrgang 43 (i 899/1 900). Chur 1900. 

Index lectionum in univers. Friburgensi per mens. aest. 1900 et per 
mens. hiem. 1900/01. — Behörden, Lehrer u. Studenten. Wintersem. 
1899/1900. Sommersem. 1900. Friburgi Helvet. 

Collectanea Friburgensia. Fase. <^ Friburgi 1900. 

Bise, E., Discours prononc^ ä Toccasion de l'inaugiiration des cours 
de 1899/1900. 

Memoire« de la Soci^t^ de physique et d'histoire naturelle de Geneve. 
T. 3ij P. i, Genfeve 1900. 

Anzeiger für Schweizerische Alterthumskunde. Hrsg. vom Schweizerischen 
Landesmuseum. N. F. Bd. No. £. Bd. 2j No. Zürich 
1899. 1900. 

Schweizerisches Landesmuseum. 7. u. Jahresbericht (1898. 99^ — 
Die Wandmalereien in der Waffenhalle des Schweizerischen Landes- 
museums. Zürich 1900. 

Vierteljahrsschrift der Naturforschenden Gesellschaft in Zürich. Jahrg. 44, 
H. 1. ^ Jahrg. ^ H. L2, — Neujahrsblatt a. d. J. 1900 (102. Stück). 
Zürich d. J. 

S erbien. 

Srpska kralj. Akademija. Glas. ^ ^8. Godisnjak. L2 (1898). — Spo- 
menik. ü. 26. Beograd 1898 — 1900. 

'Petrovich, N. C. S., Essai de bibliographie fran9ai8e sur les Serbes et 
les Croates 1544 — 1900. Belgrad 1900. 

Nordamerika. 

Transactions and Proceedings of the American Philological Association. 
Vol. 30 (1899). Boston d. J. 

Journal of the American Oriental Society. Vol. 16^ No. z. Vol. 20. No. 
New Häven 1 896. 95^. 

Bulletin of the Geological Society of America. Vol. ul Rochester 1899. 

Maryland Geological Survey. Vol. ^ — Maryland Weather Service, 
Vol. L Baltimore 1899. 

Johns Hopkins University Circulars. No. 142. 143. Baltimore 1899. 1900. 
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American Journal of Mathematics pure and applied. Pabl. under Ühe 
auspicPH of the Johns Hopkins Univftraity. Vol. 21, No. 3. 4. Vol. 22, 

No. I. Baltimore 1899. 1900. 

Americun Journal of Philology. Vol. 20, No. i — 4. Baltimore 1899. 

-American chemical Journal, Vol. 21, No. 6. Vol. 22. Vol. 23, No. i — 4. 

Baltimore 1899. 1900. 

Memoirs from the Biologicai Laboratory of the Johns Hopkins Uni- 
▼eraiiy. 4, 4. Baltimore 1900. 

24. Annnil Report of the President of the Johns Hopkins University. 

1899. Baltimore. 

Johns Hopkins University Studies in historical and political science. 
Ser. XVII, 6—12. Ser. XVIII, 1—4. Baltimore 1899. 1900. 

Proceedings of tho American Academy of arts and sciences. Vol. 35, 

No. 4 — 27. Vul. 36, No. I — 8. Boston 1899. 1900. 

Proceedings of the Boston Society of natural history. Vol. 29, No. i — 8. 
Boston 1899. 

Bulletin of the Mnsemn of compairatiTe Zoology, at Harrard College, 
Cambridge, Maas. Vol. 35, No. 7. 8. Vol. 36, No. 1—4. Vol. 37, 

No. I. 2. Cambridge, Mass. 1899. 1900. 

Memoirs of the Museum of comparative Zoology, at Harvard College, 
Cambridge, Maas. Vol. 23, 2. Vol. 24. Cambridge. Mass. 1899. 

The Chicago Academy of science. Bulletin of the Natural History 
Bnrrey, Ho. 3, i. Ghieago 1898. 

The John Crerar Libnucy. 5. Annaal Report for 1899. Chicago 1900. 

Field Columbian Mnseom. Pnblications. No. 40 — 44. 46 — 50. Chicago 

1899. 1900. — The birds of eaetem North-America P. 2. ib. 1899. 

Pnblications of the Yerkos Observatoiy of the ünirersity of Chicago. 

Vol. I. Chicago 1900. 

Colorado CoUopr Studio?; Vol. 8. Colorado Springs 1899. 

Jowa Geologicai Survey. Vol. 10. Des Moines 1900. 

The Journal of comparative Neurologj. Ed. by C. L. Ilerrick. Vol. 9, 
Nü. 3. 4. Vol. IG, No. I — 3. Granville 1899. 1900. 

The Proceedix^s and Transaciions of the Nova Scotaan Institute of 
science. Vol. 10. F. i. Halifax 1899. 

Transactions of the Am« riran Mathematical Society. Vol. i, No. i — 3. 

Lancaster and New York 1900. 

The Kansas University Quarterly. Ser. A. Vol. 8, No. 4. Lawrence 1899. 
Bulletin of the University of Kansas. Vol. i, No. 1.2. Lawrence 1900. 
Annual Bulletin on Mineral Resources of Kansas for 1898. LawrMice 1899. 

Boletin dpi Institute gfcologico de Mc'xico. No. 12. 1899. 

Memorias de la Sociedad cienti'fica „Antonio Alzate". T. 12, Cuad. 11. 12. 

T. 13 (14!), Cuad. 1 — 12. Mexico 1899. 1900. 

The Geological and N atural History Survey of Minnesota. The 24. Report 
for 1895 — 98. Minneapolis 1899. 

Pnblications of the Lick Observatory [Mount Hamilton]: Vol. 4. 

1900. Sacramento. 

Annais of the New York Academy of sciences. Vol. 12, No. 2.3. 
New York 1899. 1900. 
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Memoirs of the New York Acadpinv of sciences Vol. 2, P. i. An- 
thropolopy I New York 1900. — Charter, Order and Court, 
Constitution and By Laws of the New York Academy of scienceß. 
1899. 

Memoirs of the American Musenm of Natural Hutoiy. Vol. 2, t, 3 — 6. 
Vol. 4, 1. New York 1899. 1900. 

Bulletin of the American Geographical Society. Vol. 31, No. 5. Vol. 32, 

No. I — 4. New York 1899. 1900. 

American Journal of Archaeology. N. S. Vol. 3, No. 4 — 6. Vol. 4, 

No. I — 3. Norwood Mass. 1899. 1900. 

Proceedings and Traasactious of the B. Society of Canada. Ser. II. 
Vol. 5. Ottawa 1899. 

Geological Survey of Canada. Auuual lleport. N. S. Vol. 10. Ottawa 
1899 — MapH No. 652. 654. — Prelindiuaj Report of the Shmdike 
Gold Fields. Ottawa 1900. 

Proceedings of the Academy of natural Bciences of Philadelphia. 1899, 
P. 3. 1900, P. I. 2. Philadelphia d. J. 

Plroceedings of the American Pliilosophical Society, hfld at Philadelphia. 
Vol. 38, No. 159. 160. Voi, 39, No. i6i. 162. Philadelphia 1899. 1900. 
— Memorial Volmae I. — Brinton Memorial Meeting. Report of 
the Memorial Meeting held under the auspices of the American 
Philosophical Society in honor of the late Dan. darr. Brinton. 
Philadelphia 1900. 

Tranbactions of the American Philosophical Society held at Philadelphia, 
for promoting useful knowledge. N. S. Vol. 20, P. i. Philadelphia 
1899. 

Boletin de Estadistica del Eetado de Pnebla. £poc. 2. No. 18 — ^29. 

Puebla 1899. 1900. 

Observatorio meteorologico del Estado de Puelila. Hesumen corre- 
spondiente a cada dia. 189CS. 1899. 1900, Euer, et Febr. — Prouostico 
dado para el anno de 1899. 

Augustana Library Publications. No. 2. Rock Island, III. 1900. 

The Transactions of the Academy of science of St. Louis. Vol. 9, 
No. 6. 8. 9. Vol. lOf No. 1—8. St Iionis 1899. 1900. 

Transactioas of the meetings of the JCansae Academy of sdence. VoL 16 
(1897/98). Topeka 1899. 

The üniveErsity Geological Survey of Kansas. VoL 5. Topeka 1899. 

Proceedings of the Canadian Inetitate. Vol 5, P. i. N. 8. Vol. 2, P. 3. 

Toronto 1900. 

Transactions of the Cauadiau Institute. No. 11. 12. (Vol. 6, P. i. 2.) 
Toronto 1899. 

TTniversity of Toronto Stndiee. Hist. Ser. L Vol. 4. Ser. II. Vol. i, 
P 77—155 — Phyaiolog. Ser. No. 1.2. — Psycholog. Ser. No. 2.3. 

Toronto 1899. 1900. 

Tufts College Studie«. No. 6. Tufts Coli., Mass. 1900. 

Illinois State Laboratory [UrbanaJ. Bulletin. Vol. i, No. i. 2. 
Bloomington 1876. Index to Vol. i. Vol. 2, Art 2. 5. 7. 8. Vol. 3. 
Peoria 1886—95, VoL 4. Spriugfield 1892—97. VoL 5, Art. i — 11. 
Urbaaa 1897 — ^900, 
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MemoIrB of the National Academy cf sdeaces. Vol. 8. Hern. 4. 

Waßbi ngton 1899. 
Bureau of Education Report of the Commissioner of education for 

the year 1897/98. Vol. I, P. i. Vol. 2. 1898/99. Vol. i. Washington 

1899. 1900. 

U. S. Department of Agriculture. Division of Bioloji^cal Survey. 
Bulletin. No. 12. 13. North American Fauna. No. 17—19. — Year- 
i ook of the U. ö. Department of Agricnliare 1899. Washington 

189S. 99 

Smithsonian Miscellaueous Collections No. 856. 1173. Wa8hinf2rt< 'ii 1899. 

Report of the ü. S. National Mn-^f um. P. i Wasbington 1899. 

Keport of the Superintendent ol the U. S. Navai Observatory for 1898/99. 
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